﻿Prefata Lucrarea a fost initial conceputa ca o editie revazuta a lucrarii Analiza retelelor (circuitelor) liniare (Linear NetWork Analysis) a lui Sundaram Seshu si Norman Balabanian, in vara anului 1965 Totusi inainte ca activitatea de revizuire sa inceapa cu adevarat, s Seshu a murit intr-un tragic accident de automobil De atunci, editia revazuta conceputa initial a suferit modificari atit de mari incit a capatat caracterul unei noi carti si o prezentam ca atare Noi (in special Norman Balabanian) dorim, cu toate acestea, sa mentionam contributiile directe si indirecte la aceasta carte, ale lui S Seshu Materialul cu ajutorul caruia a fost scrisa aceasta carte a fost folosit intr-un curs introductiv (beginning graduale course) la Universitatea din Syracuse si la Berkeley — Universitatea din California Nivelul lucrarii permite insa folosirea unor parti din ea intr-un curs pentru anii superiori (senior course) in studiul sistemelor electrice este adesea necesar sa ne ocupam de structura interna si de compozitia sistemului in aceste cazuri un instrument important pentru analiza este topologia in alte cazuri, intereseaza numai caracteristicile externe Atunci intra in joc consideratiile de "sistem" in aceasta carte ne vom ocupa atit de compozitia interna cit si de caracteristicile de sistem instrumentele matematice de prima importanta sint analiza matriceala, grafurile liniare, functiile de variabila complexa si transformata Laplace Primele doua sint dezvoltate in interiorul textului, ultimele doua fiind tratate in anexe De asemenea, pentru a pune bazele folosirii functiei impuls-unitate in cap 5, se trateaza in anexe si functiile generalizate Fiecare din anexe constituie o dezvoltare relativ detaliata si atenta a subiectului tratat in aceasta carte am incercat sa facem o dezvoltare ingrijita a bazelor teoriei circuitelor (retelelor)*'1 Se studiaza raspunsurile in domeniul timp *> Mentionam ca in traducerea cuvintului "NetWork" s-au folosit in lucrare, ca fiind sinonime in sens larg, retea sau circuit tinind seama, insa, pc de o parte, ca in anumite domenii ca electroenergetica, telecomunicatiile si in activitatea practica a electronistului, electrotehnicianului, automatistului s a aceste cuvinte pot desemna sisteme, respectiv subsisteme (ex retea cu mai multe circuite, sau invers), iar pe de alta parte, ca lucrarea imbratiseaza aspectele generale ale retelelor sau circuitelor, am denumit cartea "Teoria moderna a circuitelor (retelelor)" Aruncam astfel o punte de trecere intre aceste cuvinte, care nu e straina si de aprecierea ca teoria retelelor’ (circuitelor) se intersecteaza in preocupari cu laturi ale teoriei sistemelor, cum si cu ale altor domenii, cum sint cele privind calculatoarele 6 PREFAtA si in frecventa, analiza si sinteza impreuna cu componentele pasive reciproce se studiaza si componentele active nereciproce {surse comandate, gira-toare, convertoare de impedanta negativa) Desi cea mai mare parte a cartii se limiteaza la retelele liniare invariante in timp, exista totusi un capitol important care se ocupa de retelele neliniare si variante in timp Analiza matriceala nu este tratata in totalitate intr-un singur capitol; se introduc parti din ea acolo unde este necesar Astfel, consideratiile introductive sint discutate in cap 1, dar functiile de matrice se introduc in cap 4, in care se cauta o solutie pentru ecuatia vectorilor de stare in mod analog, echivalenta matricelor, forma canonica a unei matrice si formele patratice se trateaza in cap 7, pregatind dezvoltarea proprietatilor analitice ale functiilor de retea Analiza retelelor incepe in cap 2 cu o formulare precisa a relatiilor fundamentale ale lui Kirchhoff, obtinute prin aplicarea teoriei grafurilor Metodele clasice folosind ecuatiile pe ochiuri, la noduri, la perechi de noduri si cu variabile mixte sint prezentate pe baza topologica in cap 3 se trateaza retelele mult iter minate caracterizate prin marimile masurate la borne si la perechi de borne (porti) Aici se introduc Matritele de admitanta si impedanta nedefinite si se discuta proprietatile lor Capitolul se incheie cu o discutie a formulelor pentru calculul functiilor de retea pornind de la concepte topologice in cap 4 se introduc ecuatiile de stare ale retelei Metoda de scriere a ecuatiilor de stare pentru retelele pasive si active, reciproce si nereciproce este astfel incit cere calcularea parametrilor de multiport numai pentru o retea rezistiva {care poate fi activa si nereciproca) Se trateaza dezvoltat solutia in domeniul timp pentru ecuatia vectorilor de stare Cap 5 se ocupa de metodele integrale de gasire a solutiei, ceea ce include integrala de convolutie si integralele de superpozitie Se discuta metodele numerice de evaluare a matricelor de tranzitie si problema erorilor in solutiile numerice Cap 6 si 7 fac trecerea de la analiza la sinteza Se studiaza suficienta partii reale, modulului sau fazei ca parti date ale unei functii de retea si se dezvolta metodele de determinare a functiei de retea din oricare dintre partile ei Acest lucru implica folosirea unor metode algebrice si a relatiilor integrale date de formulele Boae Se studiaza, de asemenea, formulele integrale ce dau legatura dintre partea reala si imaginara ale unei functii de retea si raspunsul la impulsul sau la treapta unitate Pentru retelele pasive, functiile de energie dau baza stabilirii proprietatilor analitice ale functiilor de retea Se introduc f unctiile real — pozitive si se obtin din ele proprietatile si cibernetica, fapt care favorizeaza simultan generalizarea notiunilor sau(si) acceptiuni diferite pentru ele in text am folosit retea sau circuit, dupa cum s-a apreciat mai uzual in terminologia curenta Aparentul pleonasm ar putea fi(sau nu) inlaturat de necesitatile exprimarii fiecarui cititor, iar precizarea va veni in timp, odata cu standardizarea terminologiei si cu verificarea ei in practica si pentru alte cuvinte-mentionate in dictionarul roman-englez de la sfirsitul lucrarii — sau folosit si termenii sinonimi (N R ) PREFAtA 7 functiilor de reactanta si cele ale functiilor de admitanta si impedanta RC Metodele de sinteza prezentate pentru aceste functii cit si pentru altele, includ metoda Darlington si metodele de sinteza pentru retelele active RC Cap 8 prezinta o tratare amanuntita a parametrilor de repartitie si descrierea retelelor multiport cu ajutorul matricelor de repartitie Se discuta normalizarea reala si complexa, ultima incluzind normalizarea la o singura frecventa si normalizarea independenta de frecventa Se studiaza proprietatile de reflexie si transmisie ale retelelor multiport active si pasive, reciproce si nereciproce, in functie de parametrii de repartitie Se discuta aplicatiile la proiectarea filtrelor si amplificatoarelor de rezistenta negativa Conceptele de reactie si stabilitate se studiaza in cap 9 Se introduce aici, ca instrument matematic, graful de fluenta al semnalelor Se prezinta criteriile Routh-Hurwitz, Lienard Chipart si Nyquist Ultimul capitol este consacrat retelelor variabile in timp si neliniare Se pune accentul pe proprietatile generale ale ambelor tipuri de retea, asa cum rezulta din ecuatiile de stare Se discuta probleme ale existentei si unicitatii solutiilor si metode de obtinerea lor Se da atentie teoriei stabilitatii a lui Liapunov La sfirsitul fiecarui capitol se prezinta o mare varietate de probleme Numarul total este 460, unele din ele fiind simple aplicatii ale relatiilor obtinute in text Totusi, multe din ele cer o extensie considerabila a materialului din text, sau demonstratii ale unor afirmatii ajutatoare care nu au putut fi incluse in text din lipsa de spatiu in anumite capitole a fost inclusa o clasa speciala de probleme Fiecare din acestea, notate cu un asterisc cere scrierea unui program pentru calculator Desi scrierea programelor pentru calculator nu a fost discutata in text si s-a inclus numai o minima prezentare a metodelor numerice, credem ca cititorii acestei carti poseda un nivel de cunostinte suficient, care permite rezolvarea acestor probleme La sfirsitul cartii se da o bibliografie, in scopul prezentarii unei serii de autori carora le datoram unele din ideile noastre in plus ea constituie o baza suplimentara de referinta ce poate fi consultata pentru subiecte speciale Am beneficiat de observatiile si criticile multor colegi si studenti, care ne-au sugerat imbunatatiri, pentru care exprimam multumirile noastre Syracuse New York N Balabanian T A Biekart Cuprins Pag Prefata 5 1 Notiuni fundamentale 17 1 1 introducere 17 1 2 Algebra matriceala elementara 19 Operatiuni de baza 20 Tipuri de matrice 25 Determinanti 27 inversa unei matrice 31 Condensare pivotala 33 Ecuatii liniare 35 Ecuatie caracteristica 41 Similitudine 43 inegalitatea lui Sylvester 45 Norma unui vector 46 1 3 Notatii si sensuri conventionale 49 1 4 Clasificarea retelelor (circuitelor) 51 Liniaritate 51 invarianta in timp 52 Pasivitate 52 Reciprocitate 53 1 5 Elemente de retea (circuit) 54 Transformatorul 56 Giratoriii 60 Surse independente 62 Surse comandate sau dependente 63 Convertor de negativare 65 Probleme 66 2 Teoria graiurilor si ecuatiile retelelor (circuitelor) 71 2 1 Notiuni introductive 71 Teoremele lui Kirchhoff 71 Ecuatiile pe bucle 73 Ecuatiile pe noduri 75 Ecuatii de stare — Sistem mixt de ecuatii 76 Solutiile ecuatiilor 79 10 CUPRiNS Рак 2 2 Graiuri liniare 82 Definitii introductive 82 Matricea de incidenta 85 Matricea de contur 90 Relatii intre submatricele din A si В 94 Multimea sectiunilor si matricea sectiunilor 95 Graiuri planare 100 2 3 Teoremele de baza ale retelelor (circuitelor) electrice 102 Teorema lui Kirchhoff pentru curent 102 Teorema lui Kirchhoff pentru tensiune 107 Relatiile pe laturi 111 2 4 Ecuatiile pe bucle, pe noduri si pe perechi de noduri 116 Ecuatiile pe bucle 116 Ecuatiile pe noduri 121 Ecuatiile pe perechi de noduri 125 2 5 Dualitatea 128 2 6 Retele (circuite) nereciproce si active 132 2 7 Ecuatii cu variabile mixte 141 Probleme 148 3 Functii de circuit (retea) 156 3 1 Functii de intrare si de transfer 156 Functii de intrare 159 Functii de transfer 162 3 2 Circuite multitcrminale 164 3 3 Circuite diport (cuadripoli) 166 Parametrii in gol si in scurtcircuit 167 Parametrii hibrizi 169 Parametrii lant 170 Zerourile de transmisie 171 3 4 interconectarea circuitelor diport 174 Conectarea in cascada 174 Conectarea in paralel si serie 177 Restrictii la interconectarea cuadripolilor 179 3 5 Circuite multiport 181 3 6 Matricea de admitanta nedefinita 183 Conectarea a doua terminale 188 Suprimarea terminalelor 188 Circuite in paralel 189 Cofactorii determinantului matricei (Y ) ; 189 3 7 Matricea impedanta nedefinita ' 192 3 8 Formule topologice pentru functiile de circuit 196 Determinantul matricei admitantelor la noduri 196 CUPRiNS 11 Pag Cofactori simetrici ai matricei admitanteior ia noduri 198 Cofactori nesimetrici ai matricei admitanteior la noduri 202 Matricea impedantelor pe contur si cofactorii ei 205 Parametrii diportului 209 Probleme 213 4 Ecuatii de stare 231 4 1 Ordinul de complexitate al unei retele (circuite) 232 4 2 Consideratii de baza in scrierea ecuatiilor de stare 236 4 3 Rezolvarea in domeniul timp a ecuatiilor de stare 246 Rezolvarea ecuatiei omogene 248 O alta metoda de rezolvare 251 Exponentiala matriceala 257 4 4 Functii de o matrice 258 Teorema Cayley-Hamilton si consecintele ei 259 Valori proprii distincte 262 Valori proprii multiple 265 Matricea constituanta 267 Matricea rezolvanta 269 Algoritmul matricei rezolvante 271 Polinoame rezolvante 276 4 5 Formularea sistematica a ecuatiilor de stare 279 Consideratii topologice 281 Eliminarea variabilelor nedorite 284 Retele invariabile in timp 290 Retele RLC 291 Matrice de parametri pentru retelele RLC 294 Consideratii privind sursele comandate 300 4 6 Formularea ecuatiilor de stare cu ajutorul multiportilor 303 Ecuatii de iesire 310 Probleme 316 5 Solutii integrale 329 5 1 Teorema convolutiei 329 5 2 Raspunsul la impulsul unitate 334 Functii de transfer diferite de zero la infinit 339 O alta metoda de obtinere a integralei de convolutie 340 5 3 Raspunsul la treapta unitate 343 5 4 Principiul superpozitiei 349 Superpozitia de impulsuri unitate 349 Superpozitia de trepte unitate 352 5 5 Solutii numerice 354 Retelele cu mai multe intrari si iesiri 358 Raspunsul exprimat cu ajutorul ecuatiilor de stare 359 Erori transmisibile 362 12 CUPRiNS Pag 5 6 Evaluarea numerica a lui i’ '7' 365 Erori de calcul 369 Erori la calculul raspunsului de stare liber 369 Erori la calculul raspunsului de stare fortat 371 Probleme 374 6 Reprezentari ale functiilor de circuit (retea) 382 6 1 Poli, zerouri si frecvente naturale 382 Pozitiile polilor 384 Partile para si impara ale unei functii 386 Modulul si faza unei functii 388 Functia de intirziere 389 6 2 Functii de faza minima 389 Functii trece-tot si de faza minima 392 Diferenta de faza 394 Polinoame Hurwitz 394 6 3 Circuite de faza minima si de faza neminima 396 Circuite in scara 396 Circuite de rezistenta constanta 398 6 4 Determinarea unei functii de circuit din modulul sau 404 Raspunsul maxim plat 406 Raspunsul Cebtsev 411 6 5 Calculul unei functii de circuit dintr-o faza data 412 6 6 Calculul unei functii de circuit din parte reala data 416 Metoda Bode 417 Metoda Gewertz 418 Metoda Miyata 420 6 7 Relatii integrale intre partile reala si imaginara 422 Teoremele integralei de reactanta si integralei de rezistenta 428 Limitari impuse circuitelor 430 O alta forma a relatiilor integrale 433 Relatii obtinute pentru diferite functii pondere 437 6 8 Relatiile intre raspunsul in domeniul timp si domeniul frecventa 440 Raspunsul la treapta unitate 440 Raspunsul la impuls unitate 444 Probleme 447 7 Principii de baza ale sintezei circuitelor (retelelor) 454 7 1 Transformarea matricelor 455 Transformari elementare 455 Matrice echivalente 457 Transformari similare 459 Transformari congruente 459 CUPRiNS 13 Pag 7 2 Forme patratice si hermitice 461 Definitii 461 Transformarea unei forme patratice 463 Forme definite si semidefinite 465 Forme hermitice 467 7 3 Functii de energie 468 Circuite reciproce, pasive 471 Functia de impedanta 475 Conditia impusa argumentului 476 7 4 Functii real-pozitive 479 Conditii necesare si suficiente 483 Proprietatea argumentului unei functii real-pozitive 487 Functii real-limitate 487 Functia partii reale 489 7 5 Functii de reactanta 490 Realizarea functiilor de reactanta 495 Schema circuitelor in scara 498 Polinoame Hurwitz si functii de reactanta 501 7 6 impedantele si admitantele unor circuite RC 503 Realizarea circuitelor in scara 509 Circuite cu rezistente si bobine 511 7 7 Parametrii diportilor 511 Diporti cu rezistente si capacitati 515 7 8 Diporti nedisipativi terminati cu o rezistenta 516 7 9 Diporti RC, pasivi si activi 525 Conectarea in cascada 525 Conectarea in cascada cu un convertor de negativare 528 Conectarea in derivatie 530 Schema RC cu amplificator 533 Probleme 537 8 Parametri de repartitie 552 8 1 Relatii de repartitie ale unui uniport 553 Variabile normate Normare reala 556 Circuit marit 557 Coeficient de reflexie pentru un circuit invariant in timp, pasiv si reciproc 559 Relatii pentru putere 560 8 2 Relatii de repartitie ale unui multiport 561 Matricea de repartitie 564 Legatura cu matricele de impedanta si admitanta 566 Normarea si multiportul marit 567 8 3 Matricea de repartitie si transferul de putere 569 interpretarea parametrilor de repartitie 574 CUPRiNS 14 Pag 8 4 Proprietati ale matricei de repartitie 574 Proprietatile circuitului diport 577 O aplicatie — filtrare sau egalizare 579 Limitari datorate capacitatii parazite 581 8 5 Normare in complex 586 Normare independenta de frecventa 590 Amplificator cu rezistenta negativa 597 Probleme 602 9 Graiuri de fluenta a semnalelor si reaetia 614 9 1 Diagrame operationale 615 9 2 Graf uri de fluenta a semnalelor 620 Proprietatile grafului 622 inversarea unui graf 624 Reducerea unui graf 626 Reducerea la un graf esential 632 Expresia amplificarii grafului 634 Trasarea grafului de fluenta a semnalelor pentru o retea 636 9 3 Reactia 641 Raportul de intoarcere si diferenta la intoatcere 642 Senzitivitatea 646 9 4 Stabilitatea 647 Criteriul lui Routh 651 Criteriul lui Hurwitz 652 Criteriul lui Lienard-Chipart 653 9 5 Criteriul lui Nyquist 655 Discutii si ipoteze 659 Teorema lui Nyquist 661 Probleme 668 10 Circuite (retele) liniare variabile in timp si circuite (retele) neliniare 681 10 1 Formularea ecuatiilor de stare pentru retele variabile in timp 682 Reducere la forma normala 682 Componentele vectorului de stare 685 10 2 Solutiile ecuatiilor de stare pentru circuite variabile in timp 688 Un caz special al solutiei ecuatiei omogene 690 Existenta si unicitatea solutiei ecuatiei omogene 693 Solutia ecuatiei de stare — existenta si unicitate 696 Circuite periodice 699 10 3 Proprietati ale solutiei de stare 702 Lema Grontvall 702 Proprietati asimptotice relative la o referinta invarianta in timp 704 Proprietati asimptotice relative la o referinta periodica 710 Proprietati asimptotice relative la o referinta generala variabila in timp 715 CUPRiNS 15 Pag 10 4 Formularea ecuatiilor de stare pentru circuite neliniare 720 Formularea topologica 720 Ecuatia de iesire 729 10 5 Solutia ecuatiei de stare pentru circuite neliniare 731 Existenta si unicitate 731 Proprietatile solutiei , ' 736 10 6 Solutia numerica 742 Formula de diferenta inversa a lui Newton 742 Formule deschise 746 Formule inchise 749 Metoda lui Euler 750 Metoda lui Euler modificata 751 Metoda Adams 752 Metoda Adams modificata 754 Metoda Milne 755 Metoda cu predictor-corector 755 Metoda Runge Kutta 756 Erori 757 10 7 Stabilitate Liapunov 758 Definitii de stabilitate 758 Teoreme de stabilitate 761 Teorema instabilitatii 766 Construirea functiei Liapunov 768 Probleme 776 Anexa 1 Functii generalizate 798 A 1 1 Cituri de convolutie si functii generalizate 800 A 1 2 Algebra functiilor generalizate 801 Citul de convolutie al functiilor generalizate 804 A 1 3 Functii generalizate particulare 805 Exemple de functii continue 806 Functii local integrabile 808 A 1 4 Functiile generalizate ca operatori 810 Functia impuls unitate 814 A 1 5 Ecuatii integrodiferentiale 815 A 1 6 Transformata Laplace a unei functii generalizate 818 Anexa 2 Teoria functiilor de o variabila complexa 821 A 2 1 Functii analitice 821 A 2 2 Transformarea conforma 825 A 2 3 integrarea 830 Teorema de integrare a lui Cauchy 831 Formula integrala a lui Cauchy 834 Teorema modulului maxim si lema lui Schwartz 835 16 CUPRiNS Pag A 2 4 Serii infinite 837 Serii Taylor 838 Serii Laurent 841 Functii definite prin serii 843 A 2 5 Functii multiforme 844 Functia logaritmica 845 Puncte de ramificatie, taieturi si suprafete Riemann 846 Clasificarea functiilor multiforme 850 A 2 6 Teorema reziduurilor 851 Evaluarea integralei definite 853 Lema lui Jordan 855 Principiul argumentului 858 A 2 7 Dezvoltarea in fractii partiale 860 A 2 8 Prelungirea analitica 861 Anexa 3 Teoria transformatelor Laplaee 864 A 3 1 Transformatele Laplaee: Definitii si proprietati de convergenta 864 A 3 2 Proprietati analitice ale transformatei Laplaee 869 A 3 3 Operatii asupra functiilor original si generatoare 873 Produsele de convolutie real si complex 873 Derivarea si integrarea 875 Teoremele valorilor initiale si valorilor finale 876 Teorema translatiei (deplasarii) 878 A 3 4 integrala complexa de inversiune 879 Bibliografie 883 Dictionar roman-englez, de notiuni si subiecte 888- 1 Notiuni fundamentale 1 1 iNTRODUCERE Teoria retelelor electrice, ca si multe ramuri ale stiintei, isi propune sa descrie fenomenele care apar intr-un domeniu fizic cu ajutorul unui model matematic Un astfel de model este desigur bazat pe observatii asupra fenomenelor fizice, dar se utilizeaza si alte modele matematice care, verificate in decursul timpului, sint privite ca realitati fizice prin ele insele Asa de exemplu, reprezentarea curentului electric ca un flux de electroni in conductoare, este asa de sugestiv, incit se pierde din vedere faptul ca aceasta reprezentare este un model teoretic al unei parti din lumea fizica Scopul unui model este sa permita intelegerea fenomenelor naturale; mai mult, ne asteptam sa ajungem la consecinte logice, care sa ne permita sa prevedem comportarea modelului in conditiile pe care le stabilim Daca putem reproduce fizic conditiile care sint valabile pentru model, prevederile noastre pot fi verificate experimental; in cazul in care acestea se verifica, capatam increderea ca modelul este bun Daca exista diferente intre valorile prevazute si cele experimentale, care nu pot fi puse pe seama erorilor de masurare, si daca sintein siguri ca analogia experimentala a modelului teoretic reproduce conditiile modelului, trebuie sa tragem concluzia ca modelul nu este "adecvat" pentru intelegerea fenomenului fizic corespunzator, si trebuie revizuit x 2) Un exemplu de astfel de revizuire a aparut dupa celebra experienta a lui Michelson-Morley, in care calculele bazate pe mecanica newtoniana nu au corespuns cu rezultatele experimentale Modelul revizuit este mecanica relativista 2 - c 854 18 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE iu cazul teoriei retelelor electrice, modelul a fost utilizat cu mare succes in predeterminarea rezultatelor experimentale De fapt, modelul a devenit atit de real, incit pentru studenti este dificil sa deosebeasca modelul de fenomenul fizic Prima etapa in stabilirea unui model este sa se faca observatii detaliate asupra fenomenului fizic Se efectueaza experiente in intentia de a stabili relatii generale intre cantitatile masurabile Din aceste experiente se trag concluzii generale in ceea ce priveste comportarea cantitatilor implicate Aceste concluzii sint privite ca "legi" si deobicei sint formulate avind ca termeni variabilele modelului matematic Aceasta problema nu face obiectul acestei carti Consideram ca modelul a fost bine definit Vom introduce elementele modelului fara justificari sau verificari empirice Procesul de abstractizare referitor la interconectarea adecvata a elementelor ipotetice ale modelului, necesar pentru a descrie in mod corespunzator fenomenul fizic dat, este deosebit de important, dar depaseste cadrul acestei carti Aceasta carte se ocupa cu teoria retelelor (circuitelor) electrice liniare Printr-o retea (circuit) electrica se intelege o interconectare electrica de dispozitive (componente) electrice formind o structura cu puncte accesibile la care pot fi masurate semnalele Se presupune ca dispozitivele electrice care alcatuiesc reteaua sint reprezentate prin modele, sau elemente ipotetice ale caror ecuatii de curent-tensiune sint ecuatii liniare-algebrice, ecuatii diferentiale, cu diferente finite, ecuatii diferentiale ordinare sau ecuatii diferentiale partiale in aceasta carte ne vom ocupa numai de retelele cu elemente concentrate ; deci nu ne vom ocupa de ecuatii diferentiale cu derivate partiale sau de ecuatii diferentiale cu diferente finite Proprietatile retelelor pot fi clasificate dupa doua criterii generale, in primul rind sint acele proprietati ale unei retele care sint consecintele structurii ei — proprietatile topologice Aceste proprietati nu depind de tipurile elementelor care formeaza o ramura a retelei, ci numai de modul in care sint interconectate ramurile; de exemplu, se poate deduce ca zerourile functiei de transfer ale unei retele in scara (o structura topologica particulara) cad in semiplanul sting, indiferent de tipul elementelor pasive care formeaza ramurile in al doilea rind, sint proprietatile retelelor de a prelucra semnalul Semnalele sint aplicate in punctele accesibile ale retelei Aceste semnale sint modificate sau prelucrate de retea in anumite moduri Aceste proprietati de prelucrare a semnalului depind de elementele continute de retea si deasemenea de structura topologica a retelei Astfel, daca elementele retelei sint fara pierderi, semnalele sint modificate in anumite moduri, indiferent de structura retelei; alte limitari sint impuse acestor proprietati de catre structura retelei Proprietatile retelelor in scara fara pierderi, de exemplu, difera de acelea ale retelei in X fara pierderi Xe vom ocupa de ambele tipuri de proprietati — topologice si de prelucrarea semnalului — ale retelelor 1 2 ALGEBRA MATRiCEALA ELEMENTARA 19 1 2 ALGEBRA MATRiCEALa ELEMENTARa in analiza retelelor electrice, ca in multe alte domenii ale stiintei si ingineresti, apar sisteme de ecuatii liniare, fie algebrice, fie diferentiale Daca sistemul contine mai multe ecuatii distincte, chiar procesul de scriere si vizualizare a lor devine dificil Notatia matriceala este o metoda convenabila de scriere a acestor ecuatii Mai mult, notatia matriceala simplifica operatiile de efectuat asupra ecuatiilor si rezolvarea lor Asa cum cititorul poate sa priveasca un vector spatial cu trei componente ca o singura unitate, tot asa putem privi un sistem de ecuatii ca o ecuatie matriceala in urmatorul paragraf, ne vom reaminti unele proprietati elementare ale matricelor si algebra matriceala, fara a intra insa in detalii, in continuare, asa cum este necesar cind apar topici aditionale, ne vom abate de la subiectul nostru pentru a defini aceste noi topici introduse O matrice este un aranjament rectangular in coloane si linii, fiecare cantitate fiind numita o intrare sau element al matricei Elementele unei matrice pot fi numere reale sau complexe, functii de frecventa, operatori de derivare, etc Presupunem ca intrarile sint alese dintr-un "domeniu" care ne permite sa aplicam o algebra similara cu algebra numerelor reale Ca exemple de matrice citam : 2s 3s2 [i'il V2 V3 Le4 intreaga matrice este inchisa intre paranteze drepte Nu este necesar sa scriem intreaga matrice cind ne referim la ea Este posibil si indicat sa-i dam un "nume" prin atribuirea unui singur simbol, ca in exemplele de mai sus M, Z sau V Vom alege si vom fi consecventi in folosirea literelor aldine, mari sau mici, pentru reprezentarea matricelor Ordinul unei matrice este o pereche ordonata de numere care reprezinta numarul de linii si numarul de coloane, dupa cum urmeaza : (m, n) sau m x n in exemplele de mai sus, ordinele sint respectiv (3, 2), (2, 2) si (4, 1) Folosind cealalta notatie, ordinele matricelor sint respectiv, 3 X 2, 2 x 2 si 4 x 1 Ultima este un tip special de matrice, numita matrice coloana (cu o singura coloana) Este posibil sa avem o matrice de ordinul 1 x n; o astfel de matrice are o singura linie si se numeste matrice linie O matrice in care numarul de linii este egal cu numarul de coloane se numeste matrice patrata in exemplele de mai sus, matricea Z este patrata Pentru cazurile speciale in care matricea este o matrice coloana, o matrice linie sau o matrice patrata, ordinul este determinat 20 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE de un singur numar, care este numarul de linii sau (si) coloane; de exemplu, daca M este o matrice patrata cu n linii si n coloane, ordinul ei este n Pentru a ne referi la elementele unei matrice in termeni generali, folosim notatia A = [a Jm n Daca ordinul (m, n) nu intereseaza, nu este necesar ca acesta sa fie indicat in expresia de mai sus Elementul tipic este Matricea A completa are urmatoarea forma ’n "12 "13- • •"in "21 "22 "23-   • "2n "ml ""! "м3 • • •"mn (1) Operatiuni de baza Egalitate Doua matrice A = [ay] si В = sint egale daca au acelasi ordin si daca elementele corespondente sint identice; adica A = В daca atj = bi} pentru orice i si j Multiplicare printr-un scalar Pentru a multiplica o matrice A = = [" 2 "32 "n "12 : "13 : "14 "15 ’ A = "21 "22 "23 • "24 "25 -"31 "32 • "33 • "34 "35 - An : Aj2 ' A13 A21 A22 A23 1 2 ALGEBRA MATRiCEALA ELEMENTARA 23 unde Au = ttU й12 • A12 — tt13 ’ -Ѵз — all a15 л22 -a23 - "24 й25 - Aai — йзі  32 1 A22 — [^33]? A23 — ["34 "35] Submatricele in care a fost partitionata matricea A sint aratate prin linii punctate Fiecare submatrice poate fi tratata, in operatiunile care urmeaza a fi efectuate asupra lui A, ca un element al matricei A; de exemplu, produsul a doua matrice partitionate este dat de АВ = [  АЦВЛ] (7) Desigur, pentru ca aceasta partitionare sa conduca la rezultatul corect, este necesar ca fiecare din produsele submatricelor, A21 Bu, etc , sa fie compatibile Matricele partitionate in acest fel se numesc matrice partitionate compatibil Aceasta este exemplificata in urmatorul produs de doua matrice A = 1 0 0 1 : i : 2 -2' 0 4 3 1 3 2 i 1 О’ 1 0 0 1 В = 0 0 3 -1 0 0 1 — 2 вп : и +a]2b22 A2iBlt- A21+A22B22 24 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE Diferentierea Fie A de ordinul n x m Atunci, pentru orice punct in care da,}(x) dx exista pentru г = 1, 2 " si j = 1, 2 m, dA(x)ldx este definit astfel: ’ л(ж) = [y-ao( ) • dx dx dx (8> Rezulta ca matricea d  (x) dx este obtinuta prin inlocuirea fiecarui element afJ(x) al matricei А(ж), cu derivata sa da,j(x) dx Este usor acum (si le consideram ea un exercitiu pentru dumneavoastra) sa aratam ca — {(A(a?) + B( )} dx dx dx (9)   {(A(a-)B(^)} = 11 В + A 1B- (10) dx dx dx si dx df dx dx df (Li) Se vede ca regulile uzuale pentru diferentierea combinatiilor de functii se aplica si in cazul diferentierii matricelor; o restrictie este aceea ca ordinea de inmultire a matricelor data in (10) trebuie sa fie respectata integrarea Fie ordinul lui A, n xm Atunci pentru orice interval pe care   atj(y}dy exista pentru i = 1, 2 n si j = 1,2 t"A b(y)dy este definita astfel f A (y)dy = аі}(У)^У • (12) Rezulta ca elementul (г, j) al integralei A este integrala elementului (i,j) al matricei A Urma este suma elementelor diagonalei principale ale unei matrice Daca matricea este A, vom nota urma cu tr A si o vom defini astfel : tr A = f au ""1 unde n este ordinul lui A 1 2 ALGEBRA MATRiCEALA ELEMENTARa 25 Transpunerea Operatiunea de interschimbare a liniilor si coloanelor unei matrice se numeste transpunere Rezultatul acestei operatiuni asupra unei matrice A se numeste transpusa lui A si se noteaza A' Daca A = (%)" ", atunci A' = [&"]я>от, unde bif = ajt Transpusa unei matrice coloana este o matrice linie si invers Daca, asa cum se intimpla adesea in analiza, este necesar sa gasim transpusa produsului de doua matrice, este important de stiut ca (AB)' = B A'; (13) adica, transpusa unui produs este egala cu produsul transpuselor, dar luate in ordine inversa Acest rezultat poate fi stabilit cu usurinta prin scrierea elementului tipic al transpusei produsului si aratind ca el este acelasi cu elementul tipic al produsului transpuselor luate in sens invers Conjugata Daca fiecare din elementele unei matrice A este inlocuit cu complex conjugatul sau, matricea rezultanta se numeste conjugata lui A si se noteaza cu A Astfel, daca A — [ау]",т, atunci A = unde b{j = ац si reprezinta complex conjugatul lui ai} Conjugata transpusa Matricea care este conjugata transpusei lui A sau, ceea ce este echivalent, transpusa conjugatei lui A, se numeste  conjugata transpusa a matricei A si se noteaza cu A* ; astfel: A* = (az) = (a)' (14) Tipuri de matrice Exista doua matrice speciale care au proprietatile scalarilor 0 si 1 Matricea 0 = care are toate elementele zero este numita matrice zero sau nula Ea este patrata si poate fi de orice ordin Similar, matricea  unitate U este o matrice patrata de orice ordin care are elementele de pe diagonala principala toate egale cu 1, toate celelalte elemente fiind zero Astfel ' 1 0 ' 0 1 ' 1 0 0 ’ 0 10’ 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 sint matrici unitate de ordinul 2, 3 si respectiv 4 Se poate verifica usor 26 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE ca matricea unitate are proprietatile numarului 1; dindu-se o matrice A, LA = AU = A (15) unde ordinul lui U este astfel ales incit produsele sa fie compatibile Daca o matrice patrata are aceeasi structura cu a unei matrice unitate, in care elementele diagonalei principale sint diferite de zero, ea este numita o matrice diagonala O matrice diagonala are deci forma O ІІП Toate elementele de deasupra si dedesubtul diagonalei principale sint zero O matrice diagonala este identica cu transpusa sa Daca numai elementele de sub diagonala principala sau numai cele de deasupra diagonalei principale a unei matrice patrate sint zero, ca de exemplu : "11 "12 "13 "1 n "11   "22 "23 "2 n "12 "22 o A O "33 "Зя sau В = "13 "23 "33 "nn "!• "2n "3n • • • Л " nn matricea este numita o matrice triunghiulara Pentru precizari suplimentare, putem numi pe A o matrice superior triunghiulara si В o matrice inferior triunghiulara Matrice simetrice si antisimetrice O matrice patrata este simetrica daca ea este egala cu transpusa sa : A = A' sau atj — aj( pentru orice i si j Daca o matrice este egala cu negativa transpusei ei, ea se numeste antisimetrica: A = — A' sau a(j = — aH Pentru ca elementele diagonalei principale sa indeplineasca aceasta conditie este necesar ca acestea sa fie zero Rezulta ca o matrice antisimetrica are elementele diagonalei egale cu zero 1 2 ALGEBRA MATRiCEALA ELEMENTARA 27 O matrice patrata data poate totdeauna fi scrisa ca suma unei matrice simetrice si a uneia asimetrice Astfel fie A = [aw] As = Ы unde btj = №ii t-ai-‘ = bJf Ass = [cy] unde Cy = a‘j №ii = - cjt Atunci A = As + A", deoarece ai} = btj + cfj (16) Matrice herniitica si antihermitica O matrice patrata este numita hermitica daca ea este egala cu transpusa conjugatei sale; astfel A este matrice hermitica daca A = A* sau aiS = aj( pentru orice i si j Un alt caz special se obtine daca o matrice este egala cu negativa transpusei conjugatei sale, si este numita o matrice antihermitica Astfel A este antihermitica daca A = — A* sau afj = — % pentru orice i si j Observam ca o matrice hermitica care are numai elemente reale este simetrica, si o matrice antihermitica care are numai elemente reale este antisimetrica Determinanti Oricarei matrice patrate A i se poate asocia un numar numit determinantul lui A Obisnuit determinantul lui A se noteaza prin simbolul det A sau | А i; vom folosi uneori simbolul A pentru un determinant, atunci cind nu este necesar sa atragem atentia asupra unei matrice particulare pentru care A este determinantul Mentionam ca o matrice si determinantul sau sint doua lucruri complet diferite Daca doua matrice au determinanti egali, aceasta nu inseamna ca matricele sint egale; ele pot fi chiar de ordine diferite Determinantul matricei A de ordin n X n este definit ca det A =   s а2Ѵг • • • аВУд (17) sau de relatia echivalenta det A =   (18) 28 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE unde insumarea se face pentru toate n i permutarile in v2 , vn a indicilor 1, 2 n, si s este egal cu +1 sau —1 dupa cum permutarea vj, v2 , v" este para sau impara Ca o consecinta a acestei definitii,, determinantul unei matrice 1 x 1 este egal cu elementul sau, si determinantul unei matrice 2x2 este : det A = det an &21 Я12 Я22 —" ^11^22 " ^12^21’ Produsul аца22 a fost multiplicat cu s = +1 deoarece v, v2 — 1, 2 este o permutare para a lui 1, 2; produsul a12a21 a fost multiplicat cu г = —1 deoarece v1} v2 = 2, 1 este o permutare impara a lui 1, 2 Evaluarea determinantului pentru un n mare este dificila daca aplicam definitia de mai sus, si nu este necesara totdeauna Timpul necesar pentru evaluarea unui determinant poate fi redus prin aplicarea unor proprietati ale deter-minantilor Vom prezenta in rezumat citeva proprietati importante ale determinantilor : 1 Determinantul unei matrice si al transpusei acesteia sint egale; adica, det A = det A' 2 Daca fiecare element al oricarei linii sau oricarei coloane a unui determinant, este multiplicat printr-un scalar k, determinantul este multiplicat prin k 3 interschiinbarea a oricaror doua linii sau coloane modifica semnul unui determinant 4 Daca doua linii sau coloane sint identice, atunci determinantul este zero 5 Daca fiecare element al unei linii sau al unei coloane este zero, atunci determinantul este zero 6 Determinantul ramine neschimbat daca ia fiecare element al oricarei linii sau coloane este adunat un multiplu scalar al elementului corespunzator al oricarei alte linii sau coloane Dezvoltarea cofaetorilor Fie A o matrice patrata de ordinul n Daca linia i si coloana j ale matricei A sint eliminate, determinantul matricei ramase, care are ordinul n — 1, se numeste primul minor (sau mai simplu un minor) al lui A sau al det A si se noteaza prin Cofactorul corespunzator este definit astfel Ai; = (-l),+'Jfw (19) Se spune ca Ді; este cofactorul elementului atj Daca i — j, minorul si cofactorul se numesc minor principal si cofactor principal Un minor principal (cofactor) al lui A este acela a caror elemente diagonale sint' 1 2 ALGEBRA MATRiCEALA ELEMENTARA 2" deasemenea elemente diagonale pentru A11 Valoarea unui determinant poate fi obtinuta prin multiplicarea fiecarui element al unei linii sau coloane prin cofactorul corespunzator, si adunind rezultatele Astfel: det A = апДп + ai2 Ai2 + аіз Ai3 + • • • + "inA"n (20a) = "ii Au + a2i ^2" + азі Аз, +   • • + "n" Ani • (20b) Aceste expresii sint numite dezvoltari in cofactorii unei linii sau unei coloane si sint obtinute prin gruparea termenilor din (17) sau (18), astfel incit fiecare grup sa corespunda unui element inmultit cu factorul sau Ce se va intimpla daca elementele unei linii sau coloane sint multiplicate cu cofactorul corespunzator al unei alte linii sau coloane ? Consideram ca o problema pentru dumneavoastra sa aratati ca rezultatul va fi zero; astfel, "u Au + а 2Ді2 + r De fapt exista q = n — r variabile, elementele x2, care pot fi alese arbitrar Acest numar q este numit grad de degenerare al matricei A Pentru cazul special al ecuatiilor omogene, si anume cazul in care у — 0, se va observa din (45) ca exista o solutie netriviala numai daca gradul de degenerare este diferit de zero Pentru un caz mai special cind m = n (adica, cind A este o matrice patrata), gradul de degenerare este diferit de zero si exista o solutie netriviala numai daca A este singular Pentru ilustrare, consideram urmatorul sistem de ecuatii: Observam ca primele patru linii si coloanele 2, 4, 6 si 8 ale lui A formeaza o matrice unitate (care este nesingulara) si astfel rang A > 4 Observam de asemenea ca linia 5 este egala cu negativa sumei primelor 4 linii Astfel ca liniile lui A nu sint liniar-independente si rang A з = 2 ZCg 3 unde Xj si x2 sint doi n-vectori Un vector poate fi caracterizat de norme diferite care sa satisfaca aceste proprietati Cea mai familiara norma este norma Euclidiana definita de Aceasta este radacina patrata a sumei patratelor componentelor vectorului Norma Euclidiana este utila cind se face referire la lungimea unui vector; totusi, exista alte norme cu care se lucreaza mult mai usor in calculele numerice O astfel de norma este llxlli =   l  E Ml iMr (58> i=l i1=1 l i=l J Prima si ultima etapa decurg din definitia normei sumei amplitudinilor A doua etapa este un rezultat al inegalitatii pentru numerele complexe Presupunem ca cea mai mare valoare a sumei amplitudinilor lui ai;- se obtine pentru coloana ic; astfel, presupunem   | ai;-1 = i =1 =    aik  Atunci (58) este satisfacuta ca egalitate cind = 0 pentru i =1 j к si xk = 1 Eezulta max m l|A|li= з E Ml- (59> i =1 Prin urmare, norma sumei amplitudinilor unei matrice A este norma sumei vectorului coloana al lui A care are cea mai mare norma a sumei amplitudinilor 48 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE in continuare vom folosi norma amplitudinii maxime din (55) Atunci rt uiax n s aaxJ l J=1 i J-l HM (60) Etapele prezentate aici sint aceleasi ca la norma precedenta, cu exceptia faptului ca se foloseste norma amplitudinii maxime Din nou presupunem ca suma amplitudinilor lui ai} este maxima pentru linia к; adica, presu-шах n n punem i s l""l = E i | in acest caz (60) este satisfacuta ca ega-І = 1 3 = 1 litate cind = sgn (аад) Functia sgn у este egala cu + 1 cind у este pozitiv si — 1 cind у este negativ) Rezulta max n [|A||"= i  |a0| (61) Norma amplitudinii maxime a unei matrice A este deci norma sumei amplitudinilor a acelui vector linie al lui A care are cea mai mare norma a sumei amplitudinilor in final, pentru norma euclidiana, desi nu demonstram aici, se poate arata x) ca ||Ax|]2 = (x*A*Ax)t" 0 * — X {61) sau E(t) = ( v(x)i(x)dx + E(t0) > 0 Aceasta inegalitate trebuie sa fie adevarata pentru orice tensiune si curentul rezultant, pentru orice t Orice retea care nu satisface aceasta conditie este numita o retea activa ; adica, v(x)i(x)ax 0 — 00 (65) (66) Reciprocitate Unele retele au proprietatea ca raspunsul produs intr-un punct al retelei de o excitatie dintr-un alt punct, sa fie invariant daca pozitiile excitatiei si raspunsului sint interschimbate (excitatia si raspunsul fiind interpretate corect) Se presupune ca reteaua din fig 1 3a nu are energie inmagazinata initial; excitatia este tensiuneav^t)si raspunsul este curentul i2(t) in scurtcircuit in fig 1 3Z>, excitatia este aplicata la poarta 2 (initial in scurt circuit), si raspunsul este curentul in scurt circuit la poarta 1 unde initial se aplicase excitatia Referintele celor doi curenti sint aceleasi relativ la acele ale tensiunilor O retea reciproca este una in care, pentru orice pereche de puncte de excitatie si raspuns, aici notate cu 1 si 2, іг = i2 daca  2 = vi- Daca reteaua nu satisface aceasta conditie, ea este nereciproca Pina la ultimul capitol al acestei carti sint tratate retelele liniare si invariante in timp Retelele nu sint limitate la retele pasive sau reciproce Ultimele tipuri de retele au proprietati speciale, si unele metode Q ‘ b Fig 1 3 Conditia de reciprocitate pe care le vom discuta, sint limitate la aceste retele Cind discutam metodele a caror aplicabilitate este limitata la retele pasive sau reciproce, vom specifica acest lucru Cind aceasta specificatie nu este facuta, presupunem ca metodele si proprietatile in discutie sint aplicabile in general, la retele pasive si active, reciproce si nereciproce Ultimul capitol al cartii este destinat retelelor liniare variabile in timp si retelelor neliniare 54 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE 1 5 ELEMENTELE DE REtEA (CiRCUiT) Sa facem acum o clasificare a retelelor in functie de tipurile de elemente pe care le includ Vom considera ca retelele de care ne ocupam sint cu "elemente concentrate" Presupunem ca toate efectele electrice sint sesizate imediat de intreaga retea Cu aceasta presupunere, neglijam influenta dimensiunilor intr-un circuit fizic, si presupunem ca efectele electrice sint concentrate in spatiu si nu distribuite in modelul de retea, postulam existenta de elemente care sint definite de relatia dintre curenti si tensiuni Exista trei elemente de baza : rezistor, bobina si condensator Reprezentarile lor grafice si relatiile tensiuni-curenti sint date in tabelul 1 1 Rezistorul este caracterizat prin parametrul rezistenta R sau parametrul conductanta G, unde G = 1 R Bobina este caracterizata prin parametrul inductanta Reciproca lui L nu are nume, dar este folosit uneori simbolul Г (un L intors) Condensatorul este caracterizat de parametrul capacitate O Reciproca lui C este cunoscuta ca elastanta, si este folosit uneori simbolul D Tabelul 1 1 Element Parametra Relatii tensiune-curent Directe inverse Simbol Rezistenta Rezistenta R Conductanta G v — Ri i — ——- p = Ga R inductanta inductanta L inversa inductantei Г r di v - L di 1 f1 i (!) = — i v (x) dx L Jo L + + i(0) L 3 v Capacitate Capacitatea C Elastanta D • r d!’ i = C —- dl 1   i(x)dx C 'o + 4- p(0) r 1 p T - in legatura cu aceste elemente se pot face o serie de observatii, in primul rind, relatiile ti—i (v — Ri, v = L ai at, si i = C Hvlat) satisfac conditia de liniaritate, presupunind ca i si v joaca rolul excitatiei si raspunsului Astfel retelele cu elemente R, L si C sint liniare in al doilea rind, parametrii L si C sint constanti, astfel ca reteaua cu R, L si O va fi invarianta in timp in al treilea rind, presupunind referinte 1 5 ELEMENTELE DE REtEA 55 standard, energia furnizata fiecarui element, considerind ca tensiunile si curentii initiali sint zero, va fi EB(t) =   Ri2(x)dx J — oo (67) EL(t)={ L^a^i(x)dx = { Li' di' = | Li2 (t) (68) J-oo d" Jo F0(t) =   C -v(x) dx = l Cv’dv' = % C v2(t) (69) J-о, da? 'o Fiecare din partile din dreapta sint ne-negative pentru orice t Deci retelele R, L, C sint pasive Retelele R, L, C sint reciproce Demonstratia acestei afirmatii se va face mai tirziu Se observa din tabelul 1 1 ca relatiile v — i inverse pentru induc-tanta si capacitate sint scrise ca integrale definite Adesea aceasta relatie inversa’ este scrisa ca o integrala nedefinita (sau primitiva) in loc de o integrala definita O astfel de expresie este incompleta daca nu se adauga la ea valorile initiale i(0) sau r(0) O situatie des intilnita este aceea ca tensiunea  (t) si curentul i(t) sa fie exprimate ca functii explicite, ca de exemplu s "‘, sin cot etc , caz in care primitiva este unica si anume : — (1 a) e a     0 n ' - Ъ - — H 0 t’2 (70c) 1 5 ELEMENTELE DE REtEA 57 Transformatorul ideal este caracterizat de un singur parametru n numit raport de transformare Transformatorul ideal este o abstractizare facuta asupra bobinelor cuplate Relatiile v — i sint relatii idealizate care exprima legea lui Faraday, respectiv legea lui Ampere Sensul in aceste ecuatii respecta referintele alese Daca o referinta oarecare este modificata, semnul corespondent se va modifica Transformatorul ideal terminat pe o rezistenta R la una din porti, prezinta la cealalta poarta o rezistenta R inmultita cu raportul de transformare Fig 1 6 Un transformator ideal Ь la patrat Astfel in fig 1 6 >, v2 = — Ri2- Folosind aceasta relatie in (70) se obtine : = nv2 = — nRi 2 = (n2R)ii (71) Se constata ca rezistenta echivalenta vazuta la terminalele de intrare, este n2R Se observa ca energia totala absorbita de transformatorul ideal este f1 U( )=  [^(irjijtai)+i?2(")i2(a?)]da? = 0 (72) J — со Aceasta relatie este usor verificata daca folosim relatiile (70) in (72) Rezulta ca acest element este pasiv; el transmite, fara a inmagazina -sau disipa energie Un model al transformatorului real este aratat in fig 1 7 Reprezentarea este aproape aceeasi, cu exceptia faptului ca in reprezentarea transformatorului ideal raportul de transformare este aratat direct pe figura 58 1 NOtiUNi FUNDAMENTALE Transformatorul este caracterizat de urmatoarele relatii v — i, pentru referintele aratate in fig 1 7 : r dh i ir di, = A TT + J  ( a) dl dl ' ' si "di, , di, v Transformatorul este deci caracterizat prin trei parametri: doua inductante proprii Д si Z2, si inductanta mutuala Jf Fig 1 7 Un transformator Energia totala furnizata transformatorului de surse exterioare este A E (t) =   [t  (x) ij ( ) + v2 (x) i2 (□?)] d  = * — 00 = ( aj ljdii -t- ( Jfdtiiij) -t- ( — Jo Jo Jo = 2 (f'i t"i "b 23f ij i2 4- L2 (74) Notiuni fundamentale, va fi ne-negativa daca Este usor de aratat7) ca ultima linie din (71) V2, = k2 si ь = Arii:   >) de tipul cu inversiunea tensiunii: bt = — kv2 s i г г = — kiv 66 NOtiUNi FUNDAMENTALE asemenea in sensul de referinta; rezulta ca curentul va fi inversat la trecerea prin NC Pe de alta parte, tensiunea nu se va inversa Acest tip este numit convertor de negativare a curentului, sau NiC Din al doilea set de relatii se obtine o inversare a tensiunii, dar nu si a curentului Acest tip este numit convertor de negativare a tensiunii, sau NVC Cind fiecare din aceste elemente este terminat pe o componenta pasiva la o pereche de terminale, este important de stiut ce se intimpla la cealalta pereche Astfel, fie o inductanta L conectata la iesire; atunci t?2 = — Z di^dt Folosind aceasta relatie in relatiile v — i, se obtine Ф] = ±Ь2 = ±k ( - L ^} = ±k(-L)( ± k^  = - k*L -K (84) V dt J   dt ) dt Rezulta ca la intrare, inductanta echivalenta este proportionala cu negativa inductantei L Concluzii similare se obtin si in cazul in care elementul conectat la iesire este o rezistenta sau o capacitate introducerea NC extinde considerabil numarul de blocuri constituante de retea, deoarece este acum posibil sa includem negativele elementelor P, L si C in retea PROBLEME P 1 Este adevarata relatia (A + В)2 = A2 + 2ЛВ + B2 in algebra matriceala? Daca nu, dati formula corecta 2 1 Calculati AB si AC si comparati-le Deduceti prin aceasta, care regula din algebra obisnuita nu se aplica la matrice? P 3 in ce conditii putem scrie В = C daca AB = AC? P-t Fie ’ 1 -1   1 -1' si В = -1 1 1 -1 Calculati AU Ce teorema din algebra simpla nu este adevarata pentru matrice? P 5 Fie A si В compatibile si fie submatricele Ay si B# compatibile pentru orice Verificati ca submatricea (f, a) a produsului AB este 2 -Mj Вд- P 6 Aratati ca Г А (у) rfy = л |{ (x) - C B(y) Jy J dy J dy P7, Demonstrati egalitatea (aB) = AB si (AB)* = B* A* PROBLEME 67 P 8 Verificati ca orice matrice patrata A poate fi exprimata ca suma unei matrice hernii-tica Ah si a unei matrice antihermitice AgH- Gasiti Ah si AsH- P 9 Demonstrati ca daca A este antihermitica, Re (ai4) = 0 pentru orice i n P 10 Demonstrati ca 2 "u-Д" = 0 daca k=l P 11 Definiti matricea В ca inversa lui A astfel ca BA = AB — U Aratati ca daca inversa exista, ea este unica (Presupuneti doua inverse si aratati ca ele sint egale) P 12 Verificati care din urmatoarele matrice sint nesingulare Gasiti inversele matricelor nesingulare A = [ 2 3 ] - 1 0 5 2   1 0 3   В = 0 1 4 6 , D = 0 2 1 0 0 1 3 3 1 2 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 = 2 2 0 0 E = -1 1 0 3 0 4 0 0 — 1 -1 - 2 1 3 1 - P 13 Demonstrati ca inversa unei matrice simetrice este simetrica P 14 Demonstrati ca (A-1)' = (A') 1 P 15 Demonstrati ca daca Z este simetrica, si (BZB') este simetrica P 16 Demonstrati ca adj (AB) = (adj B) (adj A) cind A si В sint matrice patrate nesingulare P 17 Demonstrati ca dx dx P 18 Demonstrati ca aab^b + a  dx dx dx P 19 Demonstrati ca A - = tr  (adj A) —| = tr J— (adj A)l, dx i dx J t dx J P 20 Aratati ca da,j "jj—i aln d A = у ; f • dx da"> ani • • • anj — l , anj+l’ • • °nn ax P21 Daca A si В nu sint matrice patrate, este adevarat ca AB nu poate fi niciodata egal cu BA? Explicati i>8 NOtiUNi FUNDAMENTALE P 22 A este de ordinul n si rangul zi — 1 Demonstrati ca adj A este de rang 1 P2 3 Fie D o matrice diagonala cu elementele diagonalei d", si fie A = [% ] o matrice patrata de acelasi ordin Aratati ca: a) Cind i" premultiplica pe A, elementele liniei i a lui A sint multiplicate de + u-2 - x3 = 2 (h) 2 r 4" s2 4" - л’3 = 3 2x x3 + x3 = 7 — r j + " 7 х3 = 1 + 4r3 — 4 r s = 1 3X| 4- 1x2 4- л 3   ' ( - 3x2 = - 9 X, - Зл*2  Л’3 + 9г3 = 0 F 32 Evaluati det A prin aplicarea definitiei unui determinant cind (lll ^13 A = ^21 ^22 ^23 - tf31 Й32 ( 33 * p 33 Aratati ca numarul maxim de zi-vectori liniar independenti din setul tuturor n-vectorilor x care satisfac 0 = A" este egal cu gradul de degenerare al lui A PROBLEME 69 i’ 34 Daca (b) A = 0 -3 0 -3 3 3 0 3 -2 0 1 2 1 1 0 0 0 0 P 39 cind A = L -J2 4 Evaluati normele matricelor ІІАЦ,, ||A||2, ' 1 4 ' ’ -1 — 1 2 ‘ ’ 1 3-2 (b) A = 0 -3 (с) A = 0 2 0 4-2 0 2 -1 4 0 — 3 P -10 Este aratata are perechea excitatie si raspuns prezentate in P40 , , a doua excitatie Daca reteaua este liniara si invariabila in timp, trasati raspunsul pentru O retea si o aceasta excitatie Fig 1 P 40 70 NOtiUNi FUNDAMENTALE P il Presupunem curentul la iesirea unei retele liniare, invariabile tu timp si reciproce, ca urmare a unei excitatii ia intrare, asa cum este aratat in fig, 1 P -lla Gasiti curentul rt cinci reteaua este excitata asa cum este aratat in Fig l P 41b a b Fig l P 41 P 42 Aratati ca sursa de tensiune comandata aratata in fig 1 P 42 nu este un clement pasiv Comentati sursele dependente si independente in contextul retelelor pasive si active P 43 Aratati ca un convertor de negativare nu este pasiv P 44 Stabiliti ecuatiile la terminale pentru retelele aratate in fig 1 P 44 -o- -i -o o o Fig 1 P 44 P 45 Reprezentati numai cu surse comandate: a) un transformator ideal; b) un girator; c) un convertor de negativare P 46 Gasiti relatiile v — i la terminalele de intrare ale unui girator, ciad la iesire se conecteaza o inductanta L Ca o aplicatie particulara se cere obtinerea unei capacitati de 1000 pF Teoria grafurilor si ecuatiile retelelor (circuitelor) 2 1 NOtiUNi iNTRODUCTiVE Atunci cind sint interconectate doua sau mai multe din componentele definite in capitolul precedent se obtine o retea electrica (O definitie mai abstracta se da in s 2 3) Astfel de retele acumuleaza energie, disipa energie si transmit semnale de la un punct la altul O parte componenta a unei retele care se gaseste intre doua terminale la care se pot face alte conexiuni se numeste latura Atunci cind doua sau mai multe laturi sint conectate impreuna apare un nod sau o jonctiune O cale simpla inchisa intr-o retea se numeste bucla in primul paragraf al acestui capitol se vor prezenta pe scurt o serie de idei cu care cititorul este desigur familiarizat intr-o masura mai mare sau mai mica Multe din acestea vor fi amplificate succesiv, dar se va face mai intii o introducere simpla care va servi la concentrarea prezentarii asupra unor concepte inaintea tratarii lor intr-o forma completa 2 1 ! Teoremele lui Kirchhoff La baza teoriei retelelor stau cele doua teoreme ale lui Kirchhoff care pot fi formulate dupa cum urmeaza Teorema lui Kirchhoff referitoare la curenti (TKC) stabileste ca in orice retea electrica suma curentilor care ies din orice nod este zero in orice moment de timp Cind se aplica aceasta teorema unui nod al unei retele se obtine o ecuatie referitoare la curentii laturilor respective O atentie 72 2 TEORiA GRAVURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR speciala trebuie acordata desigur sensului curentilor Astfel, in fig 2 1, TKC aplicata nodului A conduce la urmatoarea ecuatie : — i'l + "2 — ?'з "Ь *4 = i*' (1) Daca sensul curentului se alege spre nod, curentul care "iese" din nod prin latura 1 este — іх; similar, curentul care iese prin latura 3 este — i3 Teorema lui Kirchhoff referitoare la tensiuni (TKT) stabileste ca in orice retea electrica, suma tensiunilor pe toate laturile care formeaza o bucla este zero in orice moment de timp Aplicarea acestei teoreme unei bucle dintr-o retea electrica conduce la o ecuatie referitoare la tensiunile de-alungul buclei in formularea TKC s-au ales in mod arbitrar curentii care "ies din nod" pentru a fi insumati S-ar fi putut alege tot asa de bine si curentii care "intra in nod" Tot asa, aplicind TKT se poate alege suma tensiunilor intr-unul din cele doua sensuri posibile de parcurgere a buclei Astfel, mergind in sensul acelor de ceasornic pe bucla formata din laturile 1, 2, 5 si 6 din fig 1 se obtine ecuatia : +  2 + Г5 — Гв = dx 4- С3Г3 0 L2 o 1 —   v2dx + io + C4r4 — G6v6 — 0 b2 Jo (6) + C5-^ - G6r6 =0 dt adica un sistem de trei ecuatii cu sase necunoscute reprezentand tensiunile pe laturi Cind s-au scris ecuatiile pe baza TKC nodul В a fost omis Presupunem ca nodul В se alege ca nod de referinta in raport cu care se masoara tensiunile tuturor celorlalte noduri Aceste tensiuni se vor 76 2 TEORiA GRAFURiLOR Si ECUAtiiLE REtELELOR numi tensiunile nodurilor in fig 2 2 tensiunile nodurilor sint vAB, vCB si vDB Toate tensiunile pe laturi pot fi exprimate prin tensiunile nodurilor aplicind TKT Rezulta t’l — VDB — V 4B 4" — VCB VCB V5 — VDB (") ,?3 — Г6 — VCB — VDB   Cind aceste expresii se introduc in relatiile (6) se obtine 1 c1 1 4 (Gj + G3)  4b + у   ѵлв dx -     vCB dx - = G^ - io 1 H 1 Cl —   vJB da? 4* ( 4 4  Gt)vCB "b    1 vCB dx Gbvdb = l№ (8) i2 Jo Jo — G^r AB — GevCB 4" (5 "T7— 4" (f?i 4- Ge)vDB = GLvs dt Aceste ecuatii se numesc ecuatiile pe noduri Ca si ecuatiile pe bucle, ele sint niste relatii integrodiferentiale Odata solutionate aceste ecuatii pentru tensiunile nodurilor vAB, vCB si vDB toate tensiunile pe laturi sint cunoscute fiind calculate din relatiile (7) Recapitulind, primul pas in scrierea ecuatiilor pe noduri il reprezinta scrierea ecuatiilor ce rezulta din TKC pentru toate nodurile retelei mai putin unul Acest nod particular este ales drept nod de referinta si tensiunile nodurilor sint definite ca tensiunile acestor noduri in raport cu nodul de referinta Relatiile dintre tensiuni si curenti se introduc in ecuatiile scrise pe baza TKC obtinindu-se un sistem de ecuatii pentru tensiunile pe laturi Tensiunile pe laturi se exprima apoi in functie de tensiunile nodurilor Asa dar, ordinea in care se scriu TKC, TKT si relatiile tensiune—curent in cazul ecuatiilor pe noduri este inversa fata de cazul ecuatiilor pe bucle 2 1 4 Ecuatiile de stare — sistem mixt de ecuatii Prezenta integralelor unor marimi necunoscute in ecuatiile pe bucle sau pe noduri conduce la dificultati in solutionarea lor Astfel de integrale pot fi desigur eliminate prin derivarea ecuatiilor respective, dar acest procedeu face sa creasca ordinul ecuatiilor De aceea este mai bine sa se evite prezenta integralei 2 1 NOtiUNi iNTRODUCTiVE 77 in cazul de fata se observa ca apare o integrala in ecuatiile pe bucle atunci cind tensiunea la bornele unui condensator este eliminata din ecuatia scrisa pe baza TKT prin substitutia relatiei tensiune—curent Aceste integrale nu vor apare daca se pastreaza ca variabile in sistemul de ecuatii tensiunile pe condensatoare si curentii prin bobine Avind in vedere acest obiectiv, revenim la ecuatiile (3), eliminind tensiunile tuturor laturilor, cu exceptia tensiunii pe condensator r5, folosind relatiile tensiune—curent Deoarece relatia tensiune—curent pentru condensator n-a fost folosita, ea trebuie adaugata sistemului format din celelalte ecuatii Se obtine lfi?i — - R3i3 — vs = 0 + "s"'s - Rtit = 0 at R h + rs + R6i6 = 0 (9) adica un sistem de patru ecuatii cu sase necunoscute Ca si mai inainte se pot folosi ecuatiile obtinute pe baza TKC pentru a elimina unii curenti Prin substitutie din (5) in (9) se obtine : Zjb = (723 + Ri)iz + 7?^ + T?4i6 dt 0 = v5 + R3i2 — (7?! + R3)it + v, 0 = r5 — T?4?‘2 4  (T?4 + 7?6)i6 Acesta este un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute si poate fi solutionat usor Dar ramine senzatia ca s-a introdus o complicatie prin marirea numarului de ecuatii ce trebuie solutionate simultan Totusi se observa ca ultimele doua ecuatii din acest sistem sint ecuatii algebrice; ele nu contin nici derivate si nici integrale Prima dintre ele se poate solutiona in raport cu a doua in raport cu i6 iar expresiile respective 78 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR se introduc in celelalte doua ecuatii Rezultatul acestor operatii este: ^2" = " (K3 + Rf)^ + (*4 + Дз4 + V") al Л3 (Д4*2 — r5) C av& = - 1 5 dt Д, + Д3 care se pot scrie di'2 dt   dv5 = dt sau, sub forma matriceala d Гі2‘ di ІА unde u = —— f R3 R^ L2   ("e 4- R3i2 4- v") 4 —(R^-v^) ai2 + bv5 + cv" di2 + ev5 4- fv H RS R? 1 "b Ra R& + R6 J 1 Г R^ + RtRa   •^2   dfj + R3 R4 + Re J 1 f д3 Rj   Ri t Ri 4" Д3 R4 4  Ra ) Дг(Ді + Д3) 1   Д4 Дз   С5   Д4 + Де Ді + R3) 4* Д3 2 1 NOtiUNi iNTRODUCTiVE 79 Ecuatia matriceala (10) reprezinta doua ecuatii diferentiale de ordinul intii cu doua necunoscute Ea se numeste ecuatie de stare din motive care vor fi discutate in alt capitol Variabilele i2 si vs se numesc variabile de stare Examinind retrospectiv procedeul utilizat pentru a scrie ecuatiile de stare, se observa ca la baza lui stau aceleasi operatii ca si in cazul scrierii ecuatiilor pe bucle sau a ecuatiilor pe noduri Sistemul de ecuatii obtinut este un sistem care contine drept variabile atit tensiuni cit si curenti, adica este un sistem mixt integralele au fost evitate alegindu-se tensiunile la bornele condensatoarelor si curentii prin bobine drept variabile Punctul de plecare il constituie scrierea ecuatiilor pe baza TKT in care s-au introdus toate relatiile tensiune—curent pentru laturi, cu exceptia laturilor ce contin condensatoare Apoi se utilizeaza TKC pentru a elimina curentii unor laturi in ecuatiile ce rezulta apar de asemenea drept variabile si curentii prin unele rezistente Acestia pot fi insa eliminati de oarece un numar suficient de ecuatii sint de natura algebrica si nu diferentiala 2 1 5 Solutiile ecuatiilor in cazul retelelor liniare, invariante in timp si cu parametri concentrati, ecuatiile pe bucle, ecuatiile pe noduri si ecuatiile de stare sint de obicei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti (Pot sa apara initial si integrale care se elimina prin derivare ) Apare deci problema solutionarii acestor ecuatii Exista diverse metode pentru rezolvarea acestei probleme Metoda de solutionare in domeniul timp a ecuatiilor de stare este prezentata intr-un capitol urmator iar metoda transformatei Laplace in Anexa 3 in metoda transformatei Laplace se aplica transformata Laplace sistemului de ecuatii diferentiale obtinindu-se un sistem de ecuatii algebrice in variabila complexa s Se solutioneaza acest sistem de ecuatii algebrice in raport cu imaginile operationale ale variabilelor care pot fi: curentii buclelor, tensiunile nodurilor sau variabilele de stare Apoi se aplica transformarea inversa Se obtin astfel solutiile ca functii de timp, incepind de la momentul initial t0 = 0 in structura solutiei intervin contributiile a doua categorii de marimi: sursele de semnale de excitatie si conditiile initiale Conditiile initiale reprezinta valorile tensiunilor la bornele condensatoarelor si a eurentilor prin bobine imediat dupa t0 Principiile continuitatii sarcinii electrice si a fluxului magnetic impun constringeri pentru variatia in timp a tensiunilor pe condensatoare si a eurentilor prin bobine — constringeri ce servesc la determinarea valorilor acestora imediat ulterioare lui 83 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR din valorile lor imediat anterioare lui t0 x) Reteaua se numeste initial relaxata daca tensiunile la bornele condensatoarelor si curentii prin bobine sint initial zero Pentru concretizare se va continua prezentarea cu solutionarea ecuatiilor de stare (10) corespunzatoare retelei din fig 2 2 ca exemplu Aplicind transformata Laplaee acestor ecuatii, se obtine : (s — a)i2(") - &b(") = (") + Л - dl2(s) + (s - e)76(") =fV"(s) + Vo, (12) unde l0 si Fo sint valorile initiale Aceste ecuatii pot fi solutionate in raport cu i2(s) sau lTs(s) Pentru i2(s) se gaseste: Ш " -"> + " - i&+15 (13) unde Д = s2 — (a 4- e)s 4- ae — bd este determinantul sistemului de ecuatii Contributiile sursei de semnal si ale conditiilor initiale sint puse clar in evidenta Din nou pentru a concretiza, presupunem ca L, (0 = sin, t sau Г (s) = -r—— 82 4-1 A = (8 4-2)(8 + 3) (14) iar conditiile initiale sint astfel incit 2,(8) = -ir 6 + (15) (s2 4-1 )(s 4-2)(8 + 3) 10U + 2 8 4-3  io s24-l  Se obtine : і т = а-чі,т = t?-,in (i +j) + со b Pentru o analiza detaliata a conditiilor initiale, se poate consulta lucrarea : S Seshu ti N Balabanian, Linear Nettvork Analysis, John-Wilev & Sons, inc , New Vork, 1959, p 101-112 2 1 NOtiUNi iNTRODUCTiVE 81 Dezvoltarea lui i 2(s) in elemente simple pune in evidenta polii Dintre acesti poli unii — termenul al doilea din (15) — reprezinta contributia (sursei) semnalului de excitatie in timp ce ceilalti reprezinta contributia retelei in transformata inversa gasim termeni ce seamana cu semnalul aplicat si alti termeni exponentiali Exista o abundenta terminologie referitoare la acesti termeni, acumulata din studiul ecuatiilor diferentiale in matematica, din studiul vibratiilor in mecanica sau a circuitelor de curent alternativ in electrotehnica Denumirile corespunzatoare sint : 1 Solutia particulara si solutia ecuatiei omogene; 2 Raspuns fortat si raspuns liber; 3 Regim permanent si regim tranzitoriu Probabil ca cititorul este mai familiarizat cu denumirile de "regim permanent" si "regim tranzitoriu" Cind semnalul aplicat este sinusoidal, asa cum este cazul in exemplul considerat, si raspunsul va contine un termen sinusoidal care se mentine permanent in exemplul nostru ceilalti termeni dispar odata cu timpul; ei reprezinta regimul tranzitoriu Cu timpul termenul sinusoidal va deveni dominant Acest fapt este legat de conceptul de regim permanent Daca semnalul aplicat nu este periodic, conceptul de regim permanent isi pierde semnificatia Totusi, polii transformatei functiei de excitatie intervin si ei in dezvoltarea in elemente simple a raspunsului si astfel raspunsul va contine termeni ce provin din acesti poli Acesti termeni constituie raspunsul fortat Ca forma ei seamana cu functia de excitatie Ceilalti termeni reprezinta raspunsul natural sau liber Ei sint prezenti in structura solutiei (cu diversi coeficienti) indiferent de forma functiei de excitatie si chiar daca nu exista functia de excitatie dar exista conditii initiale nenule sub forma unor tensiuni la bornele condensatoarelor sau a unor curenti prin bobine Acest fapt explica denumirea de raspuns "natural" sau "liber" Exponentii corespunzatori termenilor din raspunsul natural se numesc frecvente naturale in exemplul anterior exponentii din raspunsul natural, adica frecventele naturale, sint numere reale negative Daca ei ar fi numere pozitive sau numere complexe cu partea reala pozitiva, atunci raspunsul natural ar creste nemarginit odata cu timpul in loc sa tinda la zero O retea cu o asemenea comportare se numeste instabila Vom defini o retea stabila ca o retea avind frecventele naturale in semiplanul inchis din stinga al planului variabilei complexe s; adica in semiplanul din stinga sau pe axa imaginara J) Actualmente se exclud din clasa retelelor stabile retelele cu frecvente naturale pe axa imaginara Sa definim acum clar diversele clase de raspunsuri Raspunsul complet al retelei consta din doua parti : raspunsul fortat si raspunsul natural sau liber Raspunsul fortat consta din toti termenii la care contribuie, x) Definitia este aplicabila sistemelor liniare, stationare si eu constante concentrate-O definitie mai generala si mai precisa a stabilitatii va fi data in capitolele urmatoare 6 - c 854 82 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR polii functiei de excitatie, in timp ce raspunsul liber consta din toti termenii la care contribuie frecventele naturale (zerourile lui A(s)) Baca functia de excitatie este periodica, raspunsul fortat se mai numeste si regim permanent Daca nu exista frecvente naturale pe axa imaginara raspunsul liber se mai numeste si regim tranzitoriu 2 2 GRAFiRi LiNiARE Asa cum s-a aratat succint in paragraful anterior, la baza teoriei retelelor se afla cele doua teoreme ale lui Kirchhoff si relatiile tensiune — curent corespunzatoare elementelor din care este formata reteaua Cele doua teoreme ale lui Kirchhoff exprima constiungerile la care sint supusi curentii si tensiunile corespunzatoare elementelor retelei prin insasi aranjarea lor intr-o structura Topologia retelei este o denumire generica care se refera la toate proprietatile ce decurg din structura sau geometria retelei Proprietatile topologice ale unei retele sint independente de tipul componentelor ce constituie laturile De aceea este convenabil sa se inlocuiasca fiecare element al retelei printr-o simpla linie fara sa ne referim in mod special la un anume element Structura care rezulta consta din noduri interconectate prin segmente de linie Sintem condusi astfel la o ramura a matematicii, numita teoria grafurilor liniare, care se ocupa tocmai cu studiul unor asemenea structuri Vom incepe un detaliat studiu al analizei retelelor concentrindu-ne atentia mai intai asupra grafurilor liniare si a proprietatilor lor care prezinta importanta pentru acest studiu Prezentarea grafurilor liniare nu va fi exhaustiva si va fi necesar sa examinam succint definitiile unor termeni fara sa motivam necesitatea introducerii lor Definitii introductive Un graf liniar este definit ca o multime de puncte, numite noduri, si de segmente numite laturi, nodurile fiind unite prin laturi Uneori este convenabil sa consideram nodurile de la capetele unei laturi ea facand parte din latura respectiva Alteori este mai convenabil sa consideram nodurile de sine statatoare si detasate de laturi O corespondenta intre o retea si un graf liniar se poate face imediat Astfel graful corespunzator retelei din fig 2 3a este dat in fig 2 3ft Nodurile si laturile sint numerotate in cele ce urmeaza vom utiliza acest graf pentru a face unele observatii ce se preteaza la generalizari De asemenea, proprietatile ce vor fi definite vor fi ilustrate pe acest graf ca un exemplu 2 2 GRAFURi LiNiARE 83 Laturile care intra sau ies dintr-un nod se numesc incidente la nodul respectiv Astfel, laturile 2, 4 si 5 sint incidente la nodul 2 Fiecare latura a grafului dat ca exemplu poarta cite o sageata care indica orientarea laturii respective Un graf avind laturile orientate se numeste graf orientat Elementele retelei careia i se asociaza graful sint caracterizate prin cite o tensiune si un curent, fiecare din ele cu o anu- Fig 2 3 Belea electrica (a) si graful corespunzator (b) mita orientare Pentiu a pune in corespondenta orientarea acestora cu orientarea laturilor grafului vom face conventia ca tensiunea si curentul fiecarui element sa aiba o orientare standard, "plusul" tensiunii fiind plasat la coada sagetii care indica sensul de referinta al curentului Orientarea laturii grafului va coincide cu sensul curentului Desigur, proprietatile grafului nu au nimic comun cu conventiile referitoare la retea Un subgraf este o submultime de laturi si noduri ale grafului Sub-graful se numeste propriu {propriu-zis) daca nu contine toate laturile si toate nodurile grafului O cale este un subgraf particular care consta dintr-o secventa ordonata de laturi cu urmatoarele proprietati: 1 Cu exceptia a doua, toate celelalte noduri numite noduri interne au cite doua laturi incidente 2 Celelalte doua noduri numite noduri terminale au incidenta cite o singura latura a subgrafului 3 Nici un subgraf propriu al acestui subgraf cu aceleasi noduri terminale nu are proprietatile 1 si 2 in exemplul dat anterior, laturile 2, 5 si 6 impreuna cu toate nodurile constituie o cale Nodurile terminale sint 1 si 3 iar nodurile interne sint 2 si 4 Din cele trei laturi incidente la nodul 2 numai doua, adica 2 si 5, fac parte din subgraf Un graf este conex daca exista cel putin o cale intre orice pereche de noduri Graful dat ca exemplu este conex Graful asociat unei retele ce contine un transformator poate sa nu fie conex 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR O bucla este un subgraf conex particular al grafului in care la fiecare nod sint incidente cite doua laturi ale subgrafuhii Astfel, daca cele doua noduri terminale ale unei cai sint facute sa coincida, se obtine o bucla (care poate fi numita o cale inchisa) in graful dat ca exemplu, laturile 4, 5 si 6 impreuna cu nodurile 2, 3 si 4 constituie o bucla Pentru a determina o bucla pot fi specificate fie laturile fie nodurile care intervin Astfel, in exemplul anterior, pentru a determina bucla respectiva este suficient sa se specifice fie multimea laturilor {4, 5, 6'} fie multimea nodmilor {2, 3, 4} Fig 2 1 Doi arbori din structura unui graf Un arbore este un subgraf conex al unui gtaf conex care contine toate nodurile grafului dar nu contine bucle Pentru a determina un arbore este suficient sa se specifice laturile sale in graful dat ca exemplu, laturile 2, 4 si 5 formeaza un arbore Conceptul de arbore este un concept cheie al teoriei grafelor Laturile care intervin in structura unui arbore se numesc ramuri; laturile care nu intervin in structura arborelui se numesc jonctiuni Acestea din urma, luate impreuna formeaza complementul arborelui sau coarborele Aceasta partitie a laturilor unui graf nu este unica in fig 2 4 se dau doi arbori pentru graful din fig 2 3 in primul caz laturile 2, 4 si 5 sint ramuri iar 1, 3 si 6 jonctiuni in cel de-al doilea latura 2 este tot o ramura iar laturile 3 si 6 care erau mai inainte jonctiuni au devenit acum ramuri Daca o latura particulara a unui graf este ramura sau jonctiune nu se poate preciza in mod unic de la bun inceput; aceasta precizare devine posibila numai dupa ce s-a specificat un anumit arbore Fiecare arbore din fig 2 4 are o anumita structura in arborele din fig 2 4a toate ramurile sint incidente la un nod comun Un astfel de arbore se numeste arbore in forma de stea sau pe scurt arbore stelat in arborele din fig 2 46 nodurile pot fi ordonate astfel incit arborele sa prezinte o singura cale incepind de la primul nod si terminind cu ultimul Un astfel de arbore se numeste arbore liniar intr-un arbore liniar exista numai doua noduri terminale in timp ce intr-un arbore stelat, cu exceptia unui nod, toate celelalte noduri sint noduri terminale 2 2 GRAFURi LiNiARE 85 Numarul laturilor dintr-un arbore al unui graf este cu o unitate mai mic decit numarul nodurilor din graful respectiv Acest rezultat se poate demonstra prin inductie Astfel, pentru un graf cu doua noduri numarul ramurilor este 1 Presupunem ca afirmatia anterioara este adevarata pentru un graf cu к noduri; aceasta inseamna ca numarul ramurilor este к — 1 Consideram acum un graf conex cu к + 1 noduri si ne fixam atentia asupra unui arbore al sau Exista cel putin un nod al acestui arbore la care apare, o ramura incidenta (in caz contrar doua sau mai multe ramuri ar fi incidente la fiecare nod ceea ce este imposibil deoarece aceasta situatie ar implica prezenta unei bucle in structura arborelui) Eliminam nodul cu o singura ramura incidenta si obtinem un arbore cu к noduri Prin ipoteza acest arbore are к — 1 ramuri introducand nodul eliminat impreuna cu ramura corespunzatoare se obtine rezultatul dorit Se face conventia ca in cele ce vor urma numarul nodurilor dintr-un graf sa se noteze prin n + 1 si deci numarul ramurilor unui arbore va fi n Daca graful nu este conex, conceptul corespunzator unui arbore pentru un graf conex este numit padure si se defineste ca o multime de arbori, cite unul pentru fiecare parte separata a grafului Daca p + 1 reprezinta numarul partilor separate ale unui graf care nu este conex iar n + 1 este numarul nodurilor, atunci padurea va contine n — p ramuri Aceasta se poate arata asa cum s-a facut anterior pentru un graf conex Complementul unei paduri este o copadure Matricea de incidenta Atunci cind se da un graf, de exemplu cel din fig 2 3 se poate spune precis care sint laturile incidente la fiecare nod precum si care sint orientarile lor fata de noduri invers, graful este complet determinat daca se cunosc aceste informatii (si anume ce laturi sint incidente la fiecare din noduri si cum sint orientate) Forma cea mai convenabila de prezentare a acestor informatii este cea matriceala Pentru un graf cu n + 1 noduri si l laturi, matricea completa de incidenta (sau mai complet, matricea completa de incidenta noduri-laturi) A" = [ao] este o matrice dreptunghiulara de dimensiuni (n + 1) X l avind valorile elementelor : ai} = 1 daca latura j este incidenta la nodul i si iese din nod; ai} = — 1 daca latura j este incidenta la nodul i si intra in nod; = 0 daca latura j nu este incidenta la nodul i indicele a la A" se pune pentru a semnifica toate nodurile 86 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR De exemplu, pentru graful din fig 2 3, matricea completa de incidenta este noduri laturi - 1 2 3 4 5 6 1 •— 1 1 1 0 0 0‘ 2 0 —1 0 —1 0 0 Ao =3 0 0 —1 1 0 1 4 1 0 0 0 -1 —1 (17) in acest exemplu se observa ca in fiecare coloana apar o singura data atit 4-1 cit si —1 Aceasta este o proprietate generala pentru orice graf liniar deoarece fiecare latura este incidenta la numai doua noduri si orientata de la unul la altul Daca se aduna toate celelalte linii la ultima linie se obtine o linie avind numai zerouri, ceea ce arata ca liniile nu sint toate independente Cel putin una din ele poate fi eliminata, ea fiind suma cu semn schimbat a celorlalte Asa dar rangul matricei Ao nu poate fi mai mare decit (" + 1) - 1 = n Matricea obtinuta din Aa prin eliminarea unei linii se numeste matricea de incidenta si se noteaza prin A (Pentru accentuare ea se numeste uneori matricea redusa de incidenta) Ea este de dimensiuni n x l Vom calcula acum rangul matricei A si vom arata cum sc obtin submatricele sale nesingulare Pentru un graf dat se selecteaza un arbore in matricea de incidenta se aranjeaza coloanele astfel incit primele n coloane sa corespunda ramurilor arborelui ales iar ultimele l — n coloane sa corespunda jonctiunilor Pentru graful dat ca exemplu, fie A matricea obtinuta din (17) prin eliminarea ultimei linii Se selecteaza arborele din fig 2 4a Atunci matricea A devine ramuri jonctiuni 2 4 5 1 3 6 Г 1 0 0 -1 1 0 A = -1 -1 1 0 0 0 0 1 0 0 —1 1 (18) in general se poate face o partitie a matricei A sub forma A = [A, A,] (19) 2 2 GRAFURi LiNiARE 87 unde A( este o matrice patrata de ordinul n ale carei coloane corespund ramurilor iar A, este o matrice de dimensiuni n X (l — n) ale carei coloane corespund jonctiunilor in exemplul dat 1 -1 0 0 0 ’ —1 1 • 1 0 Determinantul acestei matrice este egal cu —1, astfel incit matricea este nesingulara Deci, pentru acest exemplu, matricea A este de rang n Vom arata acum ca acest rezultat este valabil in general Mai exact, daca un graf are n + 1 noduri, rangul matricei de incidenta este n Acest rezultat se va stabili aratind ca o submatrice de ordinul n a matricei A ale carei coloane corespund ramurilor unui arbore este nesingulara Demonstratie Fie un graf conex si matricea sa completa de incidenta Aa Prin eliminarea unei linii se obtine matricea A, care se scrie sub forma [A( A,], unde A( este o matrice patrata de ordinul n, ale carei coloane corespund ramurilor Deoarece arborele este conex, exista cel putin o ramura incidenta la nodul corespunzator liniei eliminate Coloana din A( corespunzatoare acestei ramuri contine un singur element diferit de zero (egal cu ±1) Deci det A( este egal cu plus sau minus cofactorul acestui element Matricea asociata acestui cofactor corespunde unui graf conex cu n — 1 laturi; aceasta matrice nu contine nici una din liniile pe care coloana eliminata avea elemente nenule Deoarece acest subgraf este conex, el trebuie sa contina cel putin o ramura incidenta la unul din cele doua noduri eliminate Coloana din matrice corespunzatoare acestei ramuri contine numai un element diferit de zero Deci determinantul sau este egal cu plus sau minus cofactorul corespunzator, avind o matrice asociata de ordinul n — 2 Se continua acest rationament pina ce se ajunge la un cofactor de ordinul 1 Acesta corespunde ultimului nod si, deoarece graful este conex, cofactorul este nenul in concluzie s-a stabilit nu numai ca det A( este diferit de zero — deci matricea A( este nesingulara — dar s-a gasit si valoarea sa care este ±1 Deoarece o submatrice de ordinul n a matricei Ao este nesingulara rezulta ca Aa este de rang n Acest rezultat este foarte util Reciproca este deasemenea adevarata Astfel, dindu-se o submatrice nesingulara n x na matricei de incidenta A, coloanele sale corespund ramurilor unui anumit arbore Demonstratia se lasa pe seama cititorului Din cele de mai sus rezulta ca determinantul oricarei submatrice nesingulare de ordinul n a matricei de incidenta este egal cu +1 sau — 1 Pe baza rezultatelor precedente, se poate gasi acum numarul arborilor dintr-un graf Fiindca orice submatrice nesingulara de ordinul n 88 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR a matricei A corespunde unui arbore, tot ce trebuie sa facem este sa numaram cite astfel de submatrice nesingulare exista Aceasta implica evaluarea determinantilor tuturor submatricelor n X n ale matricei A, ceea ce este foarte obositor Problema poate fi simplificata utilizind teorema Binet-Cauchy care a fost prezentata in Cap 1 in conformitate cu aceasta teorema det (AA') = У (produsele corespunzatoare determinantilor principali din A si A') (20) = S determinantii principali nenuli din A)2 = numarul arborilor A doua egalitate rezulta din faptul ca o submatrice nesingulara a matricei A' are acelasi determinant ca si submatricea corespunzatoare din A Deoarece fiecare determinant principal nenul are valoarea ±1, si sint atitia determinanti principali nenuli citi arbori sint, rezulta a treia egalitate Astfel, pentru a gasi numarul arborilor unui graf este necesar numai sa se evalueze det (AA') Pentru exemplul din fig 2 3, matricea de incidenta este data de relatia (18) Deci numarul arborilor va fi 1 -1 0 det (AA') = det 1 0 0-1 1 -1—1 1 0 0 0 10 0—1 -1 1 o o 1 o o -1 1 3 -1] Г-1 -1 з] + [-1 1G o o Dindu-se un graf se poate scrie usor matricea de incidenta Problema poate fi formulata adesea si invers : dindu-se o matrice de incidenta (sau matricea completa de incidenta) sa se traseze graful in sens abstract matricea de incidenta defineste graful Ea este o reprezentare a grafului, 2 2 GRAFURi LiNiARE 89 in timp ce desenind liniile ce unesc nodurile se obtine o alta reprezentare Se doreste sa se obtina cea de a doua reprezentare din prima Procedeul este foarte simplu Dindu-se matricea A, se plaseaza pe hirtie un numar de noduri egal cu numarul de linii din matricea A si un nod suplimentar Se iau apoi coloanele pe rind in fiecare coloana apar cel mult doua elemente nenule ; se traseaza o latura intre cele doua noduri care corespund elementelor nenule din coloana respectiva Daca pe o coloana apare un singur element nenul, latura se traseaza intre nodul corespunzator Fig 2 5 Graiuri izomorfe liniei respective si nodul suplimentar Orientarile laturilor sint determinate de semnele elementelor respective Pentru ; ilustra cele de mai sus, fie m atricea 1 1 0 0 0 (i 0 —Г 0 —1 1 1 0 0 0 0 A = 0 0 0 - 1 1 1 0 0 0 0 0 (l 0 —1 1 1 Doua persoane diferite care si-ar propune sa traseze graful corespunzator ar putea ajunge la grafuri care arata in mod diferit, asa cum se vede in fig 2 5 in aparenta se pune problema : care este dispunerea initiala corecta a nodurilor ? in fond insa, ambele grafuri au ca matrice de incidenta matricea data Vom spune ca doua grafuri sint izomorfe daca ele au aceeasi matrice de incidenta Aceasta inseamna ca ele au acelasi numar de noduri si de laturi si ca exista o corespondenta biunivoca atit intre nodurile cit si intre laturile lor Aceste corespondente conduc la aceeasi matrice de incidenta 90 2 TEORiA GRAFUR1LOR si ECUAtiiLE REtELELOR Matricea buclelor Matricea de incidenta furnizeaza informatii asupra incidentei laturilor la noduri dar nu arata cum laturile formeaza bucle Aceasta informatie se poate da convenabil tot sub forma matriceala in acest scop vom inzestra mai intii fiecare bucla a grafului cu o orientare care este data prin ordonarea ciclica a nodurilor Aceasta ordine se indica usor printr-o sageata curbata, ca in fig 2 6 unde se arata ordinea pentru doua bucle Fig 2 6 Orientarea buclelor Pentru a evita incarcarea desenului, uneori se dau pur si simplu listele ordonate ale nodurilor ce intervin in buclele respective Pentru cele doua bucle din fig 2 6 aceste liste vor fi {1, 3, 2} si {1, 2, 3, 4] Pentru un graf cu n + 1 noduri si l laturi, matricea completa a buclelor (denumita uneori si matricea completa a ciclurilor) B" = este o matrice dreptunghiulara eu l coloane si atitea linii cite bucle sint : elementele ei au urmatoarele valori: btj = 1 daca latura j face parte din bucla i si orientarile lor coincid; bi} = — 1 daca latura j face parte din bucla i si orientarile lor nu coincid; btj = 0 daca latura j nu face parte din bucla i indicele a la Bfl se pune din nou pentru a semnifica toate buclele Spre deosebire de cazul matricei complete de incidenta (unde numarul liniilor era egal cu numarul nodurilor grafului), numarul de linii din matricea B" nu se exprima simplu in functie de n si l De exemplu, in fig 2 6 apar sapte bucle specificate prin nodurile: bucla 1 : {1, 3, 2} bucla 4 : {i, 3, 4} bucla 2 : {1, 2, 4} bucla 5 : {i, 2, 3, 4} bucla 3 : {2, 3, 4} bucla 6 : {1, 2, 4, 3} bucla 7 : {3, 2, 4, 1} 2 2 GRAFURi LiNiARE 91 Matricea buclelor va fi deci bucle laturi -> 1 1 2 3 4 5 6 1 0 —1 1 1 0 0' 2 1 1 0 0 1 0 3 0 0 0 —1 -1 1 ж 4 1 0 1 0 0 1 (21) = 5 1 1 0 —1 0 1 6 0 1 —1 0 1 —1 7 1 0 1 1 1 0 Multimea tuturor buclelor dintr-un graf este destul de cuprinzatoare, asa cum s-a vazut din acest exemplu Exista o submultime a multimii tuturor buclelor care are proprietati interesante si care va fi examinata in cele ce urmeaza Dindu-se un graf se selecteaza mai intii un arbore si se elimina toate jonctiunile Se reintroduce apoi pe rind fiecare jonctiune una cite una Prin reintroducerea fiecarei jonctiuni se va forma cite o bucla (Daca nu ar fi asa latura respectiva nu ar fi o jonctiune ci o ramura) Aceasta bucla se caracterizeaza prin faptul ca toate laturile sale mai putin una sint ramuri ale arborelui selectat Buclele formate pe aceasta cale se vor numi bucle fundamentale, sau  -bucle pe scurt Orientarea unei bucle fundamentale se alege astfel incit sa coincida cu orientarea jonctiunii care o defineste Numarul buclelor fundamentale este egal cu numarul jonctiunilor; intr-un graf cu l laturi si n + 1 noduri acest numar este l — n De exemplu, fie arborele din fig 2 41" Buclele fundamentale care se obtin prin introducerea jonctiunilor pe rind una cite una sint ilustrate in fig 2 7 (observati orientarile) Scriind matricea buclelor pentru buclele a b C Fig 2 7 Bucle fundamentale 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR fundamentale se vor aranja coloanele in aceeasi ordine ca si pentru matricea de incidenta redusa pentru acelasi arbore; asa dar se scriu mar intii ramurile si apoi jonctiunile De asemenea, se dispun buclele in aceeasi ordine ca si coloanele jonctiunilor respective Matricea buclelor fundamentale va fi ramuri jonctiuni 2 3 <> 1 4 5 0 1 1 1 0 0 B, = 1 1 0 0 1 0 1 —1 -1 0 0 1 i indicele f se pune la Bz pentru a semnifica buclele fundamentale Matricea patrata formata de ultimele trei coloane corespunzatoare jonctiunilor este o matrice unitate; deci ea este nesingulara si rangul matricei B, este egal in acest exemplu cu numarul jonctiunilor adica l — n in general, matricea  -buclelor unui graf arbitrar conex poate fi scrisa sub forma B, = [B( B,] = [B( V] (23) Matricea patrata de dimensiuni (l — h) x (( — n) ale carei coloane corespund jonctiunilor unui arbore particular va fi o matrice unitate datorita modului in care s-a obtinut Asa dar rangul matricei B, va fi l — n Deoarece matricea buclelor fundamentale este o submatrice a matricei tuturor buclelor, rangul matricei B" nu poate fi mai mic decit rangul matricei B, care este l — n Vom arata in cele ce urmeaza ca rangul matricei B" nu este mai mare ca l — n si deci el este tocmai l — n Pentru a face aceasta vom folosi un rezultat care este de o mare importanta prin el insusi Fie un graf pentru care coloanele matricelor A" si Bu sint aranjate in aceeasi ordine in acest caz au loc relatiile a b; = o si b,a , = o (24) (25) A doua relatie rezulta din prima deoarece B"A' = (A"B')' Relatiile (24) si (25) se numesc relatii de ortogonalitate si se demonstreaza in cele ce urmeaza 2 2 GRAFURi LiNiARE Matricele Aa si B' sint de forma laturi -> bucle -> noduri 12 ! laturi 1 2 i Aa = 2 i B' = 2 n-j-1 l Sa ne concentram atentia asupra unei coloane oarecare din matricea B' si asupra unei linii oarecare din matricea Aa; adica asupra unei bucle si a unui nod Un nod oarecare apartine sau nu buclei Daca nodul nu apartine buclei, atunci nici o latura care face parte din bucla nu poate fi incidenta la acest nod Aceasta inseamna ca toate elementele nenule din coloana lui B' corespund unor elemente nule in linia respectiva a lui A"; asa dar produsul va fi zero Daca nodul apartine buclei, atunci doua laturi care fac parte din bucla vor fi incidente la acest nod Daca aceste doua laturi sint orientate la fel in raport cu nodul (ambele intra in nod sau ambele ies din nod) ele vor avea orientari opuse in raport cu bucla si invers in termeni matriceali, daca elementele din linia lui A(l corespunzatoare celor doua laturi sint ambele +1 sau ambele — 1, cele doua elemente din coloana corespunzatoare a lui B' vor fi de semne opuse si invers Cind se calculeaza produsul, rezultatul este zero Teorema este deci demonstrata Cu ajutorul rezultatului precedent se poate acum determina rangul matricei Ba folosind teorema de anulare a lui Sylvester care a fost examinata in capitolul 1 in conformitate cu aceasta teorema, daca produsul a doua matrice este nul, suma rangurilor celor doua matrice nu depaseste numarul coloanelor din prima matrice a produsului in cazul de fata, numarul coloanelor este egal cu numarul l al laturilor din graf Deoarece rangul unei matrice este egal cu rangul matricei transpuse, (rang Aa) + (rang BJ Ultima egalitate rezulta din faptul ca transpusa unui produs este produsul transpuselor in ordine inversa Egalitatea precedenta rezulta din faptul ca operatiile de transpunere si de inversare sint comutative in cazul unei matrice nesingulare tinind seama de rezultatul precedent, se poate face partitia matricei A sub forma A = A( [U - (B; 1 B,)'] (37) Comparind cu relatia (32) se vede ca apare o forma similara cu matricea buclelor 2 2 5 Multimea sectiunilor si matricea sectiunilor in exemplul din fig 2 3 presupunem ca, laturile 1 si 5 au fost eliminate Graful rezultat este prezentat in fig 2 8u (Prin "eliminarea" unei laturi intelegem intreruperea ei, adica "deschiderea circuitului" lasind intacte nodurile la care ea este incidenta) Graful a ramas inca un graf conex Daca se elimina acum si laturile 3 si 4, graful rezultat este reprezentat in fig 2 85 Graful nu mai este acum convex : el a fost "sectionat" in doua parti Aceasta conduce la notiunea de multime a sectiunilor, care se defineste dupa cum urmeaza : O multime de sectiuni 1'6 2 TEORiA ORATORiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR este o mulfime de laturi ale unui graf conex a caror eliminare conduce la separarea grafului in doua subgrafuri conexe, cu precizarea ca eliminarea oricarei submultimi de laturi din multimea sectiunilor lasa graful conex in graful dat ca exemplu, multimea sectiunilor este {1, 3, 4, 5} Multimea {1,2,3} reprezinta de asemenea o multime de sectiuni (Un nod izolat, care apare in acest caz, este considerat ca ,,o parte" din graf), in schimb multimea {1,2, 3,6} nu reprezinta o multime de sectiuni desi graful este separat in doua parti, deoarece eliminarea laturilor din submultimea {1, 2, 3} nu conduce la un graf conex Multimea sectiunilor face o partitie a nodurilor in doua grupe, corespunzatoare celor doua parti ale grafului Fiecare latura din multimea sectiunilor este incidenta la un nod dintr-un grup si la un nod din celalalt grup Orientarea multimii sectiunilor se face alegind sensul de la o parte a grafului spre alta Orientarea se poate indica pe graf ca in fig 2 8c Orientarea laturilor din multimea sectiunilor poate sa fie aceeasi sau opusa in raport cu orientarea multimii sectiunilor Asa cum matricea de incidenta caracterizeaza incidenta si orientarea laturilor in raport cu nodurile, matricea sectiunilor se poate defini pentru a descrie prezenta laturilor intr-o multime a sectiunilor precum si orientarea lor in raport cu multimea sectiunilor Vom defini matricea sectiunilor Q" = [gb] ale carei linii corespund sectiunilor si ale carei coloane corespund laturilor grafului Elementele sale an urmatoarele valori: qtj = 1 daca latura j face parte din multimea sectiunilor i si orientarile coincid ; qi} = — 1 daca latura j face parte din multimea sectiunilor i si orientarile nu coincid; qiS = o daca latura j nu face parte din multimea sectiunilor i indicele a la Q" se pune pentru a semnifica toate sectiunile Deoarece sectionind toate laturile incidente la un nod se separa acest nod de restul grafului, aceasta multime de laturi reprezinta o multime de sectiuni, cu conditia ca restul grafului sa nu fie separat el insusi 2 2 GRAFURi LiNiARE 97 in mai multe parti in graful din fig 2 9, sectionind laturile incidente la nodul 1 se va separa graful in trei parti, dintre care una este reprezentata de nodul 1 Asa dar aceasta multime de laturi nu reprezinta o multime de sectiuni Graful din fig 2 9 este insa un graf deosebit, iar nodul 1 este un nod de tip special Definim un graf cu punct de articulatie ca un graf in care exista cel putin un subgraf care are numai un singur nod comun cu Fig 2 9 Graf cu punct de articulatie subgraful complementar lui din graf Un nod care are aceasta proprietate se numeste punct de articulatie sau pivot intr-un graf cu punct de articulatie nodurile pot fi grupate in doua multimi astfel incit orice cale de la un nod dintr-o multime la un nod din cealalta multime trebuie sa treaca prin nodul pivot in fig 2 9, nodurile 2, 3 si 4 formeaza o multime iar nodurile 5 si 6 alta Daca se sectioneaza laturile incidente la nodul pivot, nu exista nici o cale de la un nod dintr-o multime la un nod din cealalta multime Deci, graful obtinut, fara a tine seama si de nodul pivot, nu va fi "conex; asa dar multimea laturilor incidente la un nod pivot nu formeaza o multime de sectiuni Pentru toate celelalte noduri, multimile de laturi incidente vor constitui multimi de sectiuni Pentru grafurile fara puncte de articulatie, orientarea multimii sectiunilor obtinuta prin sectionarea laturilor incidente la un nod se alege de la nod spre exterior Asa dar, pentru grafurile fara puncte de articulatie, matricea sectiunilor va include matricea de incidenta Pentru exemplul din fig 2 3, in afara de mate din laturile incidente la fiecare nod, mai sectiuni: {1, 3, 4 , 5}, {2, 2 >, 5, 6} si {1, 2 -‘i 4, 6} Matricea sectiuni laturi -> 1 l 2 3 4 5 6 1 -1 1 1 0 0 0 ' 2 0 —1 0 — 1 1 0 3 0 0 - -1 1 0 1 Q" = 4 1 0 0 0 -1 —1 5 1 0 -1 1 -1 0 ti 0 1 1 0 -1 —1 -1 1 0 1 0 1 multimile sectiunilor for-sint inca trei multimi de ь sectiunilor este : 7 — c 854 98 2 TEORiA ORA PURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR unde primele patru linii sint identice cu matricea Ae iar ultimele trei linii corespund multimilor de sectiuni {1, 3, 4, 5}, {2, 3, 5, 6} si {1, 2,4, 0} respectiv Dupa cum s-a vazut matricea sectiunilor unui graf Qa are mai multe linii decit matricea de incidenta respectiva Apare deci problema rangului matricei sectiunilor Pentru a raspunde la aceasta problema consideram o multime speciala de sectiuni formata dupa cum urmeaza Dindu-se un graf conex se selecteaza un arbore si se alege o latur a bk a arborelui Eliminind aceasta ramura, arborele se imparte in doua Toate jonctiunile care unesc aceste doua parti ale arborelui impreuna cu b,: vor constitui multimi de sectiuni Vom numi o astfel de multime multime fundamentala de sectiuni sau  -multime de sectiuni pe scurt Pentru orice ramura exista o multime fundamentala de sectiuni, deci pentru un graf cu n + 1 noduri (deci cu n ramuri) vor fi n multimi fundamentale de sectiuni Orientarea unei multimi fundamentale de sectiuni se alege astfel incit sa coincida cu ramura care o defineste Drept exemplu se considera graful din fig 2 10 Arborele este reprezentat prin linii ingrosate Fiecare multime fundamentala de sectiuni este unic determinata Sa scriem matricea sectiunilor pentru multimea fundamentala de sectiuni, aranjind coloanele astfel incit primele n coloane sa corespunda ramurilor in aceeasi ordine ca si multimile de sectiuni asociate lor ramuri jonctiuni 1 2 3 4 5 6 7 1 0 0 0 -1 0 0' Q, 0 10 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 10 indicele J la Q se pune pentru a semnifica sectiunile fundamentale Submatricea patrata formata cu primele patru coloane este o matrice unitate; ea este deci nesingulara si rangul acestei matrice a sectiunilor este egal cu numarul liniilor sale sau eu numarul ramurilor dintr-un arbore 2 2 GRAFURi LiNiARE 99 Acest exemplu ilustreaza trasaturile specifice ale cazului general, in general, se aranjeaza coloanele matricei sectiunilor fundamentale pentru un arbore dat, astfel incit sa apara mai intii ramurile si apoi jonctiunile, ramurile fiind in aceeasi ordine ca si multimile de sectiuni pe care le definesc Se poate face atunci o partitie a matricei de forma 0  = [Q( QJ = [U QJ (38) Prin insasi modul in care s-a constituit, submatricea Q; de dimensiuni n X n, ale carei coloane corespund ramurilor, va fi o matrice unitate Deci rangul matricei Q, va fi n Aceasta nu ne spune inca nimic Fig 2 11 O multime de sectiuni avind un numar par de laturi comune cu o bucla despre rangul matricei Qa Dar deoarece matricea sectiunilor fundamentale Q, este o submatrice a matricei sectiunilor Q", rangul matricei Qa nu poate fi inferior rangului matricei Qz, adica rang Qa i? n Cind s-a cautat rangul matricei Ba a fost necesar sa se utilizeze relatia de ortogonalitate AaB' = 0 Dar Qa este o matrice care contine^ matricea Ae ca o submatrice si este de presupus ca o relatie similara are loc si pentru Q" in locul lui A,,1’ Acest lucru este adevarat si se poate demonstra pe aceeasi cale ca si mai inainte Este numai necesar sa se stabileasca faptul ca, daca o multime de sectiuni are o latura comuna cu o bucla, ea trebuie sa aiba si alte laturi in comun astfel incit numarul lor sa fie par Acest fapt este usor de constatat examinind fig 2 11, in care s-a pus in evidenta o multime de sectiuni care separa graful in doua parti Presupunem ca latura 1 a multimii sectiunilor face parte dintr-o bucla Daca plecam din extremitatea ei situata in Px si parcurgem aceasta latura pina ajungem in P2 va fi necesar sa revenim in Pr pe alta latura din multimea sectiunilor pentru a forma o cale inchisa Pentru a obtine o cale inchisa pot fi necesare mai multe treceri succesive intre Pj siP2, dar fiecare trecere implica parcurgerea a doua laturi din multimea sectiunilor Daca aceste laturi au aceeasi orientare in raport cu multimea sectiunilor, ele vor avea orientari opuse in raport cu bucla :;; !) Aceasta afirmatie este valabila numai in cazul unui graf fara puncte de articulatie 100 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR si reciproc Asa dar, prin acelasi rationament ca si cel utilizat pentru a obtine relatia (24), rezulta ca : qob' = o si в q; = o (39) Acum poate fi determinat rangul matricei Qa Utilizind teorema de anulare a lui Sylvester si cunoscind rangul matricei B, rezulta ca rangul matricei Q" nu depaseste valoarea n (Lasind la o parte detaliile) si deoarece matricea Q, este o submatrice a matricei Qa care are rangul n rangul matricei Q, nu poate fi mai mic decit n (O asemenea posibilitate o reprezinta matricea sectiunilor fundamentale, Q,) Atunci QB = 0 si BQ' = 0 (40) in particular, fie aceasta matrice Q chiar matricea Q, care poate fi scrisa ca in relatia (38) Atunci В В [U Q,] B,j| — o Q, = - в;(В,')-1 = - (Вг1 В,)' (41) si, in final, Q, = [t - ("Г1 ",)']• (42) Din aceasta expresie rezulta un fapt foarte interesant Comparind-o cu relatia (37) se obtine A = A( Q, sau = Af1 A = [U Af* A,] (43) Deoarece matricea A( este o matrice nesingulara, matricea de incidenta a unui graf este echivalenta cu matricea sectiunilor fundamentale pentru un anumit arbore Astfel, liniile matricei A reprezinta combinatii liniare ale liniilor matricei Q, si reciproc Graf uri planare Toate proprietatile grafurilor pe care le-am examinat pina acum nu depind de caracteristici specifice de ordin geometric sau topologic ale grafului ci numai de caracteristicile sale abstracte Vom examina acum o serie de proprietati care depind de structura topologica a grafului 2 2 GRAFURi LiNiARE 101 Topologic, grafurile pot fi desenate sau reprezentate pe un plan Uneori ele se pot desena astfel incit laturile sa nu se intersecteze Alteori acest lucru nu este posibil Vom defini un graf planar ca fiind un graf ce poate fi dispus pe un plan astfel incit nici o pereche de laturi sa nu se intersecteze (adica sa nu se intalneasca in alte puncte decit nodurile), in fig 2 12 se dau doua grafuri cu acelasi numar de laturi si noduri; primul este planar ; al doilea, neplanar Laturile unui graf planar separa planul in mici regiuni; fiecare din ele se numeste un ochi Mai precis, un ochi este o secventa de laturi ale unui graf planar care nu includ vre-o alta latura a grafului in interiorul regiunii marginite de aceste laturi in fig 2 12a laturile {1, 2, 3} formeaza un ochi in timp ce laturile {1, 2, 4, 5} nu formeaza un ochi Laturile exterioare ale grafului separa planul in doua regiuni: r egiunea finita in care se afla celelalte laturi ale grafului si o regiune infinita Regiunea infinita poate fi privita ca ,,interiorul" acestei multimi de laturi Ea este complementara regiunii finite Asadar aceasta multime de laturi poate fi considerata tot ca un ochi si se numeste ochiul exterior in fig 2 12a ochiul exterior este format din secventa de laturi {1, 2, 6, 7, 8, 5} Totusi, atunci cind se enumera ochiurile unui graf, ochiul exterior nu este luat in consideratie Multimea ochiurilor unui giaf planar constituie o multime speciala de bucle Se pune problema daca ochiurile pot reprezenta buclele fundamentale pentru un anumit arbore, sau, intr-o formulare diferita, daca se poate gasi un arbore pentru care buclele fundamentale sa fie ochiuri? Pentru a raspunde la aceasta problema se observa ca fiecare bucla fundamentala contine o latura (ramura) care nu face parte din alta bucla fundamentala Asadar, orice latina care face parte simultan din doua ochiuri nu poate fi o jonctiune ci trebuie sa fie o ramura Se poate gasi cu siguranta un arbore pentru care ochiurile sa reprezinte bucle fundamentale daca laturile comune ochiurilor nu formeaza o cale deschisa Pentru unele grafuri planare, acest lucru este posibil, pentru altele nu 102 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR Pentru a ilustra aceasta, in fig 2,13 se dau doua grafuri foarte asemanatoare, avind acelasi numar de noduri, dc laturi si de ochiuri Laturile comune intre ochiuri sint figurate cu linii ingrosate Acestea trebuie sa fie ramurile unui arbore daca ochiurile formeaza bucle fundamentale, in primul graf aceste laturi formeaza o bucla si deci rezultatul dorit nu este cu putinta in timp ce cl este posibil pentru al doilea graf Aceste considerente completeaza prezentarea grafurilor liniare data anterior b a Fig 2 13 Ochiurile pol fi sau nu bucle fundamentale pentru un arbore dat 2 3 TEOREMELE DE BAZa ALE REtELELOR (CiRCUiTELOR) ELECTRiCE in linii mari, o retea electrica este formata prin interconectarea a doua sau mai multor elemente sau laturi Aceste laturi sint formate din clemente de tipul celor descrise in capitolul 1 sau alte componente (neliniare, cu parametri variabili etc) Fiecare latura are o variabila reprezentand tensiunea si o variabila reprezentand curentul iar aceste variabile sint legate de alte variabile similare prin relatii specifice Pentru a introduce graf urile liniare in analiza retelelor electrice, vom da urmatoarea definitie : O retea electrica este un graf liniar orientat in care fiecarei laturi i se asociaza doua functii de timp : curentul ?'( ) si tensiunea r(f) Aceste functii trebuie sa satisfaca teoremele lui Kirchhoff Teorema lui Kirchhoff pentru curent Teorema lui Kirchhoff pentru curent (prescurtat TKC) stabileste ca in orice retea electrica suma tuturor eurentilor ce pleaca dintr-un nod este zero in fiecare moment de timp si pentru fiecare nod al retelei Pentru o 2 3 TEOREMELE DE BAZA ALE REtELELOR ELECTRiCE 103 retea conexa (graf) cu n + 1 noduri si ? laturi ecuatiile ce rezulta din TKC se pot scrie sub forma (J4) unde ajk au aceeasi definitie ca si elementele matricei de incidenta Asadar, sub forma matriceala TKC devine Ai(t) = 0 sau Ai(s) = 0, unde A este matricea de incidenta, i( ) este o matrice coloana ce reprezinta curentii laturilor iar i(s) este matricea coloana a transformatelor Laplace ale curentilor laturilor i(t) = h(0 i2(0 si 1(8) = (46) b(")J (Desigur are loc si relatia Aoi(t) = 0 daca se includ toate nodurile) Deoarece rangul matricei A este n, toate ecuatiile din acest sistem sint liniar independente Fie o partitie a matricei de incidenta de forma A = [A( A,] corespunzatoare unui anumit arbore si o partitie similara pentru matricea i in aceste conditii TKC devine (47) (48) deoarece A( este o matrice nesingulara Relatia (48) arata ca pentru un arbore dat, curentii ramurilor sint determinati de curentii jonctiunilor prin relatii liniare Aceasta inseamna ca, daca se pot determina curentii jonctiunilor prin alte mijloace, atunci 104 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR curentii ramurilor sint cunoscuti fiind dati de relatia (48) Dintre toti curentii laturilor in numar de l, numai l — n curenti trebuie determinati independent Utilizind relatia (48), matricea curentilor se poate scrie Comparind matricea din dreapta semnului egal cu matricea din relatia (31) si tinind seama de relatia (35), rezulta i = Bf i( sau i(s) = BJ i,(") (50a) i = B'(Bf1)'i( (50b) Fiecare dintre aceste ecuatii exprima curentii laturilor unei retele in functie de curentii jonctiunilor corespunzatoare unui arbore, prin intermediul unei transformari care se numeste transformarea pe bucle Curentii jonctiunilor unui arbore joaca rolul bazei pentru toti curentii Vom cauta acum si alti curenti decit curentii jonctiunilor unui arbore care sa reprezinte o baza Se poate obtine un alt sistem de ecuatii echivalent cu TKC din (45) (Amintim ca doua sisteme de ecuatii sint echivalente daca ele au aceeasi solutie) Fie o multime particulara de sectiuni ale retelei Ea va separa reteaua in doua parti, si P2 Scriem ecuatiile ce rezulta din TKC pentru toate nodurile din Рг si examinam coloanele Daca ambele capete ale unei laturi sint incidente la noduri din Pr, coloana corespunzatoare va contine doua elemente nenule, unul 4-1 si altul —1 Daca un capat al unei laturi este incident la un nod din Px iar alt capat la un nod din i’ , (daca latura face parte din multimea sectiunilor) coloana respectiva va avea un singur element nenul Presupunem ca se aduna aceste ecuatii; numai curentii multimii sectiunilor vor avea coeficienti nenuli in suma Rezultatul se va numi ecuatia sectiunii Ecuatia sectiunii este deci o combinatie liniara a ecuatiilor ce rezulta din TKC Sistemul de ecuatii pentru toate sectiunile va fi Qoi(t) = 0, unde Qti este matricea sectiunilor definita anterior pentru toate sectiunile Dar rangul matricei Q" este n, care este mai mic decit numarul ecuatiilor Deci aceste ecuatii nu sint independente Fie O matricea sectiunilor pentru n multimi de sectiuni si de rang n (O posibilitate o reprezinta matricea sectiunilor fundamentale, adica Q,) Atunci relatiile Q i ( ) = ii sau О i (s) — ii sint echivalente cu ecuatiile scrise pe baza TKC (51) 2 3 TEOREMELE DE BAZA ALE REtELELOR ELECTRiCE 105 in particular, daca se face o partitie a matricei sectiunilor fundamentale de forma Q  = [U Q,], atunci 1 1 2 3 4 5 6 7 8 1 1 0 0 0 1 0 —1 0 B 2 0 1 1 1 -1 0 0 0 3 0 0 1 1 0 —1 0 0 4 — 1 -1 0 0 0 0 0 1 106 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR iar transpusa ei в = (Aceasta matrice este de mele patru coloane este serie de curenti zml, im2 sensuri corespunzatoare grafului se pot exprima ciclici dupa cum urmeaza : 1 o o o 1 o -1 o rang 4 l6 7 *8 0 1 1 -1 o O (i 0 o i 1 o O o — 11 —1 o o o o O 1 deoarece submatricea formata de ulti-nesingulara) Presupunem acum ca definim o etc , care parcurg buclele din matricea В cu orientarilor curentii acestor laturilor in bucle Prin examinarea functie de acesti curenti o o o 1 o O o o 1 1 o —1 o o -1 -1 o o o o o 1 ml шЗ Comparind matricea acestei din (54) se constata ca ele 0 1 1 1 — 1 O o o transformari sint identice cu transpusa matricei В Buclele (specificate prin enumerarea nodurilor) 1 - {1, 2, 5} 4 {3, 4, 5} Fig 2 14 Exemplu ilustrativ 2 3 TEOREMELE DE BAZA ALE REtELELOR ELECTRiCE 107 Acest rezultat este valabil in general intr-adevar se observa ca fiecare linie a matricei В se refera la incidenta laturilor la bucle iar fiecare coloana corespunde unei laturi Elementele unei coloane arata din ce bucle face parte si ce orientare are latura respectiva Daca se definesc curentii ciclici pe bucle, avind orientarile corespunzatoare acestora, fiecare coloana din matricea В va reprezenta curentul laturii respective in functie de curentii buclelor intr-un graf cu l laturi si n + 1 noduri, se noteaza prin im vectorul curentilor buclelor definiti pentru cele Z — n bucle pentru care matricea В este de rang Z — n Matricea curentilor laturilor i se poate exprima in functie de matricea im prin relatia i = B'im (56) Pentru o retea planara, curentii ochiurilor formeaza o baza adecvata (demonstratia se lasa pe seama cititorului) in acest caz transformarea data prin relatia (56) se numeste transformarea pe ochiuri Teorema lui Kiichhoif pentru tensiune A doua teorema a lui Kirchhoff este teorema lui Kirchhoff pentru tensiune (prescurtat TKT) si stabileste ca in orice retea electrica suma tensiunilor tuturor laturilor dintr-o bucla, cu semne corespunzatoare orientarii buclei, este zero la fiecare moment de timp si pentru orice bucla a retelei Pentru o retea conexa cu Z laturi, ecuatiile ce rezulta din TKT se pot scrie sub forma i v; bjl;v,ft) = o, t=i j = 1,2, , (toate buclele), (57) unde bjk au aceeasi definitie ca si elementele matricei buclelor Asadar, sul) forma matriceala TKT devine Bv(Z) - = 0 sau BV(s) = o, (58) unde В este matricea buclelor, v(Z) este o matrice coloana ce reprezinta tensiunile laturilor iar V(s) este matricea coloana a transformatelor Laplaee ale tensiunilor laturilor ’  i(Z)’ рі(Ж  2(Z) ?г(") v(Z) = si V(s) = (59) "HO ^г(") 108 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR Daca se includ toate buclele retelei, matricea coeficientilor va fi Bo Deoarece rangul matricei Ba este l — n ecuatiile din acest sistem nu sint independente Fie matricea В cu l — n linii si de rang l — n (O posibilitate o reprezinta matricea buclelor fundamentale) Se poate face o partitie a acestei matrice de forma В = [В, BJ corespunzatoare unui anumit arbore si fie o partitie similara pentru matricea v in aceste conditii TKT devine [B, B(] = B( v, + B( v, = 0 din care rezulta v,= — B, *B(V| sau v( = — B,( v( (60) deoarece B( este o matrice nesingulara Relatia (60) arata ca, pentru un arbore dat, tensiunile jonctiunilor sint determinate de tensiunile ramurilor prin relatii liniare Daca tensiunile ramurilor se pot determina prin alte mijloace, atunci tensiunile jonctiunilor sint cunoscute fiind date de relatia (60) Dintre toate tensiunile laturilor in numar de l numai " tensiuni, reprezentand tensiunile ramurilor, trebuie determinate independent Utilizind relatia (60), matricea tensiunilor se poate scrie v(0 L—в,‘в v,(0 = Q'Dtt) sau  (s) = q;v((s) (6i) Ultima egalitate rezulta din O alta expiesie pentru v relatia (12) se obtine pe baza relatiei (43) si anume (62) Daca A( este o matrice unitara, atunci v(t) = A'v,(t) (63) Astfel, matricea tensiunilor laturilor se exprima prin matricea tensiunilor ramurilor unui arbore prin intermediul unei transformari Matri- 2 3 TEOREMELE DE BAZA ALE REtELELOR ELECTRiCE 109 cea transformarii poate fi transpusa matricei sectiunilor fundamentale 9; sau transpusa matricei A cind A( este o matrice unitate, (v Problema 5, referitoare la conditia ca At sa fie o matrice unitate) Tensiunile ramurilor unui arbore reprezinta o baza pentru exprimarea tuturor tensiunilor Deoarece tensiunea unei ramuri este diferenta de potential intre o pereche de noduri, tensiunile ramurilor sint tensiuni intre perechi de noduri Nu toate tensiunile perechilor de noduri reprezinta insa tensiunile ramurilor Se pune problema gasirii unei multimi de tensiuni intre perechi de noduri care, fara sa reprezinte neaparat tensiunile ramurilor unui arbore sa constituie totusi o baza pentru exprimarea tuturor tensiunilor Sa examinam aceasta problema mai departe Daca se considera un nod comun pentru fiecare pereche de noduri, atunci toate tensiunile intre perechi de noduri vor reprezenta tensiunile nodurilor in raport cu nodul comun sau de referinta Aceste tensiuni se numesc tensiunile nodurilor Deoarece fiecare latura a unui graf este incidenta la doua noduri, tensiunea ei va fi diferenta tensiunilor celor doua noduri (masurate in raport cu nodul de referinta al carui potential se considera nul) Astfel, toate tensiunile unui graf se pot exprima in functie numai de tensiunile nodurilor, care sint in numar de n Cind se scrie matricea A a unui graf, se omite unul din noduri Daca acest nod este ales ca nod de referinta pentru tensiuni, atunci matricea tensiunilor laturilor se poate exprima in functie de matricea tensiunilor nodurilor v(i) = A'v"(i) sau V(s) = A'Vn(s) (64) Aceasta rezulta din faptul ca fiecare coloana a matricei A se refera la o anumita latura Elementele nenule dintr-o coloana specifica nodurile la care aceasta latura este incidenta, semnul indicind orientarea Deci fiecare coloana a matricei A va reprezenta tensiunea laturii respective in functie de tensiunile nodurilor Exemplul urmator va ilustra acest rezultat in fig 2 15 se da graful din fig 2 14 cu o numerotare diferita a laturilor Matricea A, omitind nodul 5, este 1 2 3 4 5 6 7 8 1 0 0 0 1 0 0 1 '   0 1 0 0 — 1 1 0 0 A = 0 0 1 0 0 —1 1 -1 0 0 0 1 0 0 -1 0 110 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR si 0 0 0 1 0 o 0 1 o 0 O 1 -1 o o 1-1 o 0 1 -1 0 —1 o Fig 2 15 Tensiunile laturilor in functie de tensiunile nodurilor Fie nodul 5 nodul de referinta si fie tb1, vn2, si t>"4 tensiunile celorlalte noduri in raport cu acest nod Din examinarea grafului, se pot exprima tensiunile laturilor in functie de tensiunile nodurilor astfel Matricea acestei transformari este transpusa matricei A Se observa ca primele 4 coloane ale matricei A formeaza o matrice unitate Acest fapt este in concordanta cu Problema 5, deoarece arborele 2 3 TEOREMELE DE BAZA ALE REtELELOR ELECTRiCE 111 format din laturile 7, 2, 3 si 4 este un arbore stelat De aceea tensiunile intre perechile de noduri definite pentru arborele considerat in acest caz sint aceleasi cu tensiunile nodurilor (in raport cu nodul 5 ca nod de referinta) Pentru a intelege si mai clar situatia vom alege acum nodul 4 drept nod de referinta in acest caz nu mai exista un arbore stelat cu nodul 4 ca nod comun Matricea A va fi aceeasi ca si in relatia (65) dar cu ultima linie inlocuita prin [—1 —1 —1 —1 0 0 0 0] Pentru orice arbore s-ar alege, matricea A( nu va fi o matrice unitate si relatia (63) nu este aplicabila Totusi relatia (64), in raport cu noile tensiuni ale nodurilor este in continuare valabila Propunem cititorului sa verifice aceasta Relatiile pe laturi Cele doua teoreme ale lui Kirchhoff reprezinta relatii intre curentii si tensiunile laturilor unei retele, independente de natura specifica acestor laturi, indiferent daca ele sint formate din condensatoare, rezistente, surse, etc Ele se aplica tot atit de bine pentru elementele liniare cit si pentru elemente neliniare, pentru elemente cu parametrii variabili in timp sau pentru elemente cu parametrii constanti Aceste relatii reprezinta constringeri dictate de structura topologica a retelei Totusi, modul in care tensiunea unei laturi particulare este legata de curentul corespunzator depinde de elementele care formeaza latura respectiva Exista o mare varietate de posibilitati in alegerea elementelor care formeaza o latura a retelei O posibilitate este sa se considere fiecare element (rezistenta, condensator, etc ) drept o latura in acest caz trebuie sa se considere drept noduri toate punctele de legatura dintre elementele conectate in serie Uneori este convenabil sa se considere elementele conectate in serie sau elementele conectate in paralel drept o singura latura in reteaua din fig 2 16, elementele lia si La conectate in serie pot fi considerate ca o singura latura sau ca doua laturi distincte Fig 2 16 Deplasarea surselor de tensiune si a surselor de curent 1Г2 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR O varietate similara apare si in tratarea surselor O sursa de tensiune se numeste insotita daca are un element pasiv conectat in serie Similar, o sursa de curent se numeste insotita daca are un element pasiv conectat in paralel in fig 2 16a, nici o sursa nu este insotita Pentru o latura pasiva atit curentul cit si tensiunea reprezinta marimi necunoscute ale caror variatii in timp urmeaza a fi determinate in cazul unor surse, tensiunea sau respectiv curentul sint cunoscute Din aceasta cauza nu se pot face afirmatii general valabile despre numarul de necunoscute in functie de numarul de laturi ale retelei, daca sursele neinsotite sint considerate drept laturi in acest scop este recomandabil sa se foloseasca anumite echivalente care vor fi prezentate in cele ce urmeaza si care permit eliminarea surselor neinsotite Fie reteaua din fig 2 166 Sursa a fost deplasata printr-unul din terminalele sale in fiecare latui a incidenta la acest terminal, nientinindu-se polaritatea si scurt-circuitind pozitia ei initiala Prin aplicarea TKT pentru orice bucla se vede ca aceste ecuatii nu se schimba Dar in aceasta situatie fiecare sursa este insotita; ea este in serie cu o latura pasiva, in cazul unei surse de curent, aceasta a fost deplasata astfel incit sa apara conectata in paralel cu fiecare latura din bucla ce contine sursa originala, mentinindu-se polaritatea si lasind pozitia ci initiala in gol Prin aplicarea TKC pentru toate nodurile se vede ca aceste ecuatii ramin neschimbate Solutiile pentru variabilele asociate celorlalte laturi vor fi aceleasi in cazul noii retele, ca si pentru reteaua initiala Ke vom referi la aceste doua echivalente numindu-le deplasarea tensiunilor (sau deplasarea r) si respectiv, deplasarea eurentilor (sau deplasarea i) in urma acestor operatii se pot obtine intotdeauna surse insotite Uneori este convenabil sa se trateze toate sursele independente ca surse insotite, alteori nu Pentru scrierea ecuatiilor pe bucle si pe noduri este convenabil sa se considere toate sursele insotite; asa se va face in acest capitol Mai tirziu se va renunta la aceasta presupunere atunci cind va fi convenabil acest lucru Vom incepe prin a examina relatiile tensiune-curent pentru laturi, separat pentru surse independente, in cazul retelelor pasive, si reciproce Fig 2 17 Latura care contine o sursa de tensiune si o sursa de curent Dupa ce se vor stabili procedeele de baza se va trece la examinarea componentelor active si nereciproce Structura generala a unei laturi este reprezentata in fig 2 17 si contine atit o sursa de tensiune in serie cu un element pasiv cit si o sursa 2 3 TEOREMELE DE BAZA ALE REtELELOR ELECTRiCE 113 de curent in paralel cu acest ansamblu (in fig 2 166, de exemplu, sursa de curent din partea stinga poate fi considerata in paralel cu elementele ve, Ba si La care sint conectate in serie) Curentul corespunzator acestei laturi, care intervine in TKC va fi ik — igk De asemenea, tensiunea care apare in TKT va fi vk — vgk Asadar relatiile (45) si (58) se vor inlocui prin Ai") = Ai, ( ), Al(") = Ai,(S) (67) Bv(i) = Bv,(t), BV(s) = BV,(s) (68) = Qi(-S') =QM") (69) unde i" si vg sint matricele coloana corespunzatoare surselor de curent si de tensiune Similar, transformarile de la variabilele laturilor la curentii buclelor sau tensiunile nodurilor trebuie inlocuite prin urmatoarele >(0 - Ц0 = i(s) - i,(e) = ВТ,"(s) (70) v( sint matrice diagonale cu GB = iV1, DB = 1 iar Гр = Lp1 (indicele p in aceste submatrice se pune pentru a semnifica ,,partial") Ele se numesc matricele partiale ale parametrilor laturilor in cazul in care reteaua contine transformatoare perfecte, matricea LB va fi o matrice singulara iar Гр nu exista Uneori este convenabil ca referindu-ne la matricele partiale ale parametrilor laturilor sa le extindem pina la dimensiunile matricei Z; astfel vom scrie R = (1 0 Rp o o o (76) pentru matricea rezistentelor laturilor si la fel pentru celelalte Cu aceasta matricele impedanta si admitanta a laturilor se pot scrie simplu in modul urmator : Z = sL + R - -id 8 (77a) si Y = sC + G + Ar 8 (77b) 116 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtE1LELOR Se observa ca ordinul fiecarei matrice a parametrilor laturilor este egal cu numarul laturilor grafului in relatia (77) am marit in mod conventional dimensiunile acestor matrice Din punctul de vedere al calculului, marirea dimensiunilor unei matrice reprezinta un dezavantaj, in acest caz este preferabila utilizarea matricelor partiale Cu toate ca s-a folosit un procedeu special de numerotare a laturilor pentru a ajunge la matricele parametrilor laturilor ca aceea din relatia (76) si celelalte similare ei, aceste matrice se pot defini fara a face apel la acest procedeu de numerotare Singura diferenta este aceea ca elementele nenule nu vor fi concentrate intr-o singura submatrice ca in (76) intr-un capitol urmator vom examina proprietatile acestor matrice a parametrilor si vom discuta conditiile de realizabilitate 2 i ECUAtiiLE PE BUCLE, PE NODURi si PE PERECHi DE NODURi Relatiile de baza prezentate in ultimul paragraf sint: teorema lui Kirchhoff pentru curenti (TKC), teorema, lui Kirchhoff pentru tensiuni (TKT) si relatiile tensiune-curent pentru laturi Pentru o retea cu l laturi si n + 1 noduri se pot scrie n ecuatii independente pe baza TKC si l—n ecuatii independente pe baza TKT, deci in total l ecuatii Deoarece se mai pot scrie inca l relatii tensiune-curent dispunem in total de 21 ecuatii independente pentru cele 21 necunoscute care sint l curenti si l tensiuni Totusi, solutionarea a 21 ecuatii simultane constituie o problema relativ dificila si orice procedeu care aduce o simplificare este binevenit in ultimul paragraf s-a observat ca toti curentii laturilor pot fi determinati in functie de o submultime de curenti mai putin numeroasa -de exemplu curentii jonctiunilor pentru un arbore sau curentii buclelor Similar, toate tensiunile laturilor pot fi determinate in functie de o submultime de tensiuni mai putin numeroasa Vom examina acum o serie de procedee in care se folosesc aceste constatari pentru a solutiona probleme de analiza a retelelor Rezultatul depinde de ordinea in care sint utilizate cele trei categorii de relatii fundamentale Ecuatiile pe bucle Dindu-se o retea, vom aplica mai intii TKT ajungind la relatia (68) care se repeta aici (in transformate Laplace) BV(s) = BV,(") (78) 2 4 ECUAtiiLE PE BUCLE, PE NODURi si PE PERECHi DE NODURi 117 Matricea В este de dimensiuni (l — n) x l si de rang l — n introducind in aceasta relatie matricea V(s) data de relatia (73) se obtine BZ(s)i(s) = bv;(S) (79) in sfirsit, exprimam curentii laturilor in functie de alti l — n curenti care pot fi curentii buclelor sau curentii jonctiunilor unui arbore — daca В este matricea buclelor fundamentale pentru arborele respectiv Presupunem ca folosim curentii buclelor, adica utilizam expresiile curentilor i(s) dati de transformarea pe bucle din relatia (70) Se obtine {BZ(s)B'}iOT(s) = B{V" - Z(s)iJ (80a) sau Zm(s)im (") = E(") (80b) unde s-au folosit notatiile e = в ( ; - zi9) si Zm(S) = BZ(S)B (81) Ecuatia matriceala (80) reprezinta un sistem de l — n ecuatii, numite ecuatiile pe bucle, cu Z — n necunoscute reprezentind curentii buclelor Matricea coeficientilor Zm(s) se numeste matricea impedanta a buclelor, si nu trebuie confundata cu matricea impedanta a ramurilor Z Pentru o retea pasiva si reciproca, matricea Z este simetrica in acest caz (v Problema 1 15) matricea Zm este si ea simetrica Matricea impedanta a buclelor poate fi scrisa explicit in functie de matricele parametrilor ramurilor introducind relatia (77) in relatia (81) Astfel ZBl = BZB = sLm + B" + Dm (82) s unde U = BLB (83a) Bm = BBB' (83b) D" = BDB' (83c) sint matricele parametrilor buclelor 118 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR Spre a ilustra relatia (80) consideram reteaua din fig 2 18 pentru care matricea impedantei ramurilor a fost data in relatia (74) Graful sau este redesenat in fig 2 19 spre a pune in evidenta alegerea buclelor Acesta este un graf planar si probabil cel mai simplu ar fi fost sa se Fig 2 19 Exemplu de retea pentru scrierea ecuatiilor pe bucle aleaga drept bucle chiar ochiurile Totusi, in scop ilustrativ s-a ales alt sistem de bucle in acest caz matricea В este : 1 2 3 4 5 6 7 8 1 0 0 0 1 1 1 0 0 2 1 1 1 0 0 0 0 —1 В = 3 1 1 1 — 1 0 0 0 0 4 — 1 0 0 0 0 -1 —1 0 Atunci matricea impedanta a buclelor devine sLn sL12 7? o o o 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 o 1 1 o 1 1 00 -10 1 O o 4 1 0 o o -1 lib 1 o o o o 1 o 00-1 —1 o 1 o o o -1 1 -1 1 0 1 o -1 o o o 0 -1 0 -1 o o 8 2 4 ECUAtiiLE PE BUCLE, PE NODURi si PE PERECHi DE NODURi 119 6 0 s (Lu + Z12 +  -21 + І22) + - s + Z s( s — B4 8 (Lu + І12 + ^21 "Ь І22) + ^3 — — s (Ln + Z12) sCs 8(Ln + Z12 "i" -^21  Ь -^22) + -^*3 ' s(^ll -^21) 8(-Ьц’+ ^12 + ^21 + ^22) + ^3 + - 4 8(ZU + L 21) 1 , 1 — s(Zn + Z21) sLn + + sC6 sC7J Corelind aceasta matrice cu graful observam ca elementele matricei impedanta a buclelor pot fi interpretate in urmatoarea maniera directa Fiecare element de pe diagonala principala este suma impedantelor ramurilor pe bucla corespunzatoare, finind cont si de impedantele de cuplaj mutual cu alte bucle Fiecare element care nu apartine diagonalei principale este plus sau minus impedanta ramurilor comune intre doua bucle; semnul este pozitiv daca curentii buclelor au acelasi sens in ramura comuna si negativ daca au sensuri opuse Se poate verifica matricea impedanta a buclelor din exemplu, utilizind aceasta interpretare O interpretare similara se aplica pentru matricele parametrilor buclelor Lm, Rm si Dm Astfel din matricea ZOT putem scrie matricea rezistentelor buclelor astfel 0 #4 0 0 KM ^3 0 0 Я3 4 0 o (i 0 Din retea observam ca elementele diagonalei principale in aceasta matrice Sint rezistentele totale pe conturul buclelor corespunzatoare; elementele care nu apartin diagonalei principale sint rezistentele comune buclelor 121 2 TEORiA GRAFUR1LOR si ECUAtiiLE REtELELOR respective, cu plus sau minus; plus daca orientarea buclelor este aceeasi prin rezistenta comuna, minus daca buclele sint orientate in sens opus Matricele surselor vor fi Astfel Zi7 are un element nenul numai in linia a saptea si valoarea acestuia este — iqisCt in acest caz partea dreapta a relatiei (80) devine o 1 1 o 1 1 o o 1 1 -1 o o 1 o o -1 o o o -1 o -1 o 0 o o o o 14 o -iM o 1 0 1 o o 0 14 o o iM Cantitatea i0 sC'7 este tensiunea Тііёѵепіп echivalenta corespunzatoare sursei de curent in paralel cu C7 Astfel matricea E reprezinta vectorul surselor echivalente de tensiuni pe bucle, ale carui elemente sint suinele algebrice ale surselor de tensiune (inclusiv tensiunile ТЬёѵепіп echivalente corespunzatoare surselor de curent) pe conturul fiecarei bucle, sensul tensiunilor fiind astfel ales incit sa fie opus sensului buclei 2 4 ECUAtiiLE PE BUCLE, PE NODURi si PE PERECHi DE NODURi 121 Obtinind ecuatiile pe bucle in forma Zmi" = E (84) se determina solutia im = Zm1 E (85) ceea ce este de fapt o solutie simbolica, in forma matriceala Calculul elementelor matricei im cere un volum considerabil de munca Aminam pentru capitolul urmator tratarea acestei probleme in legatura cu discutia precedenta asupra ecuatiilor pe bucle trebuie sa notam ca, in ultimul dintre exemplele considerate putem scrie usor forma finala a ecuatiilor pe bucle, daca folosim o simpla tratare scalara Astfel, putem scrie matricea impedanta a buclelor Zm si matricea surselor echivalente E printr-o examinare directa a retelei, odata ce s-au ales buclele introducerea tratarii matriceale pare mai complicata decit e necesar in acest sens se pot face trei observatii in primul rind, tratarea despre care am vorbit mai sus n-ar fi utila in determinarea ecuatiilor pe bucle pentru retele cu o matrice В de rang mic Procedeul general incepe sa fie preferabil in cazul retelelor caracterizate prin matrice В de dimensiuni mari — de ordinul a zeci de linii in al doilea rind, tratarea folosind considerente topologice se preteaza la programarea pe calculator, ceea ce o face si mai valoroasa in sfirsit, forma finala constituie o "teorema de existenta"; ea este o verificare ca pentru orice retea se pot scrie ecuatiile pe bucle 2 4 2 Ecuatiile pe noduri Scriind ecuatiile pe bucle, relatiile tensiune-curent ale laturilor s-au introdus in ecuatiile obtinute pe baza TKT, dupa care s-a utilizat transformarea pe bucle pentru a se trece la variabile reprezentind curentii buclelor Acum, dindu-se o retea se vor scrie mai intii ecuatiile ce rezulta din TCK, ajungindu-se la relatia (67) care se repeta aici Al(s) = Ai"(") (86) in aceasta expresie se substituie relatiile (73) si se obtine AY(s) V(s) = Ai"(s) (87) in sfirsit se exprima tensiunile laturilor in functie de tensiunile nodurilor prin transformarea pe noduri data de relatia (72) Rezultatul este AY(s) A'Vn(S) = A{lp(s) - YVp(s)} (88 a) 122 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR вап Y"VB(s) = J(s) (88 b) unde s-a notat prin J matricea A(i, — YV") si unde Y (") = AY(s) A' (89) Relatia (886) este o ecuatie matriceala care reprezinta un sistem de n ecuatii, numite ecuatiile pe noduri cu n necunoscute reprezentind tensiunile nodurilor Matricea coeficientilor YM(s) se numeste matricea admitanta a nodurilor De aceasta data matricea J este matricea echivalenta a surselor de curent aplicate pe noduri, avind drept elemente sumele algebrice ale curentilor (incluzind curentii Norton echivalenti surselor de tensiune) incidenti in nodurile respective cu sensul pozitiv astfel ales incit sa intre in nod Matricea admitanta a nodurilor poate fi scrisa explicit in functie de matricele parametrilor laturilor, introducind relatia (77) in relatia (89) Rezultatul va fi Y"(")= AY(s) A'= "C" + GB + ’ Г" (90) s unde C" = ACA (91 a) G, = AGA' (916) Г" = АГА (91c) sint matricele parametrilor nodurilor Pentru sistemul de ecuatii pe noduri scris sub forma YB(s) V"(s) = J(s) (92) se poate obtine cu usurinta solutia : V,(*)=Y;4(") (93) Aceasta este din nou o solutie scrisa sub forma simbolica in capitolul urmator vom examina detaliile referitoare la aceasta solutie 2 4 ECUAtiiLE PE BUCLE, PE NODURi si PE PERECHi DE NODURi 123 Sa ilustram utilizarea ecuatiilor pe noduri pe exemplul retelei din fig 2 18 care s-a redesenat in fig 2 20 Se alege nodul 5 ca nod de referinta astfel incit el se omite atunci cind se serie matricea A Exemplu de retea pentru scrierea ecuatiilor pe noduri Matricea A este 0 0 0 0 0 — 1 0 0 1 o 10 0 o 1 1 o o 1 —1 o —1 0 1 0 1 o o o o iar matricea admitanta a laturilor va fi —22 -^12 sA sA ^21 Др ( sA sA corespunzatoare acestui arbore Fiecare din aceste jonctiuni definesc o bucla fundamentala Sa se arate ca fiecare din buclele fundamentale formate cu jonctiunile lt, contine ramura t P23 Fie В matricea buclelor formate din ochiurile grafului din fig 2 P 23 (a) Sa se calculeze B'(B 1)' si sa se verifice ca curentii laturilor sint corect exprimati in functie de curentii jonctiunilor pentru arborele aratat in figura (b) Pentru acelasi arbore sa se determine direct B, si sa se verifice ca Bj = B'(B;-1^ (e) Sa se verifice transformarea pe ochiuri P 24 in graful din fig 2 P 18 b, laturile {2, 3, 7, 6} formeaza o bucla Si se verifice rezultatul problemei 3 pentru aceasta multime de laturi P 25 in graful din fig 2 P 18 b laturile {2, 4, 5, 6} formeaza un arbore Se cere partitia matricei A de forma [Aj A;] utilizind acest arbore Apoi, pentru = [B( U] si Й  = [V Qd sa se determine B( si si sa se verifice relatia B( = — Q' 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR 152 i’ 26 E posibil ca doua bucle fundamentale dintr-un graf, pentru un arbore dat sa aiba ramuri si noduri comune Sa se arate ca e posibil ca doua bucle fundamentale sa aiba doua noduri comune, numai daca calea dintre cele doua noduri in arbore este comuna celor doua bucle i’ 27 in fig 2 P 27 apar urmatoarele bucle : bucla i : a, e, g, b bucla 2: d, c, g, f bucla 3 : a, d, f, j, 11 b bucla 4 : e, c, 11, j Fig 2 P 27 (a) Ecuatiile scrise pe baza TKT pentru aceste bucle sint independente? (b) Se cere (1) sa se gaseasca o multime de jonctiuni care formeaza bucle fundamentale ce constituie ochiuri ale grafului sau (2) sa se arate ca nu exista o astfel de multime P 28 intr-o retea liniara se defineste puterea din latura j prin pj(f) = i>j(t)ij(t) unde notatiile sint cele uzuale (a) Pentru o retea data, unde TKC si TKT sint satisfacute, sa se arate ca 2 ’j(0 = "= v (0'1(0 = 0, unde suma se face pentru toate laturile retelei Relatia v'i = 0 se uimeste teorema lui Tellegen (b) Se presupune ca teorema lui Tellegen si TKT sint satisfacute Sa se arate ca TKC rezulta ca o consecinta (e) Se presupune ca teorema lui Tellegen si TKC sint satisfacute Sa se arate ca TKT rezulta ca o consecinta Aceasta problema demonstreaza ca din cele trei teoreme TKC, TKT si teorema lui Tellegen oricare doua pot fi considerate drept fundamentale ; a treia poate ti dedusa ca o consecinta P 29 Sa se construiasca retelele duale pentru retelele din fig 2 P 29 Numerele care apar in figura reprezinta valorile elementelor P, L, C PROBLEME 153 P 30 (a) Daca intr-un graf doua laturi apar in paralel sau in serie cum sint laturile corespunzatoare din graful dual? Sa se verifice pentru fig 2 P 29 (b) in fig 2 P 30 se reprezinta reteaua din fig 2 P 29 b in interiorul chenaruluise afla reteaua in T podit Cum arata subreteaua corespunzatoare din reteaua duala? (e) Care este structura retelei duale pentru reteaua in punte din fig 2 P 29 c? Fig 2 P 30 P31 Pentru retelele din fig 2 P 29 sa se scrie ecuatiile pe bucle utilizind ochiurile drept bucle si curentii ochiurilor drept baza pentru multimea eurentilor Pentru care din aceste retele ochiurile reprezinta bucle fundamentale pentru un arbore dat? Alegind alt arbore decit cel de la punctul precedent sa se scrie ecuatiile pe bucle, pentru buclele fundamentale P 32 Pentru retelele din fig 2 P 29 se alege nodul inferior drept nod de referinta Sa se scrie ecuatiile pe noduri P 33 Pentru retelele din fig 2 P 29 sa se aleaga un arbore si sa scrie ecuatiile pe perechi de noduri cu tensiunile ramurilor acestui arbore drept variabile de baza P 34 Se da reteaua din fig 2 P 34 (a) Sa se scrie ecuatiile pe perechi de noduri pentru arborele din figura (b) Sa se scrie ecuatiile pe noduri alegind un nod de referinta convenabil P 35 Pentru reteaua din fig 2 P 29 sa se scrie ecuatiile pe noduri si sa se verifice ca matricea admitanta a nodurilor devine singulara cind Gt — (A' — 1)G2 154 2 TEORiA GRAFURiLOR si ECUAtiiLE REtELELOR P 36 in fig 2 P 36 este reprezentata o retea pentru care matricea admitanta a nodurilor sau matricea impedanta a buclelor pot fi singulare Sa se determine relatiile dintre parametrii, care determina aceste singularitati P 37 Pentru reteaua din fig 2 P 37 sa se scrie sub forma matriceala : (a) ecuatiile pe noduri; (b) ecuatiile in variabile mixte; (e) sa se arate care sint toti arborii din graful respectiv Г 38 Pentru reteaua din fig 2 P 38 sa se scrie (a) ecuatiile pe bucle, (b) ecuatiile in variabile mixte (utilizind circuitul echivalent liniar pentru dioda la semnale mici) si (c) sa se arate care sint toti arborii posibili Fig- 2 P 38 P 39 Sa se gaseasca toti arborii posibili pentru care se pot scrie ecuatiile in variabile mixte in cazul retelei din fig 2 31 P40 Sa se arate ca matricea impedanta a buclelor Zm = ByZB' poate fi scrisa sub forma 7-i + QiZiQi, unde s-a facut o partitie convenabila pentru matricele Qf = (U Q(| si Z PROBLEME 155 P41 Sa se arate ca pentru retelele R, L, C ecuatiile in variabile mixte din relatia (112) pot fi transformate in ecuatiile pe bucle sau in ecuatiile pe perechi de noduri in urmatoarele 6 probleme se cere pregatirea unui program de calculator care sa serveasca la obtinerea solutiilor unor anumite probleme in fiecare caz se va elabora programul sub forma de organigrama, precum si lista de instructiuni corespunzatoare intr-un limbaj uzual, cum este FORTRAN 4, pentru un calculator numeric care sa execute lucrarea specificata in problema Se vor include si indicatiile de utilizare a programului *P42 Sa se pregateasca un program pentru a identifica un arbore dintr-un graf conex cind fiecare latura si orientarea ei in graf sint specificate prin trei numere : primul numar identifica latura, al doilea identifica nodul din care pleaca iar al treilea identifica nodul in care soseste Programul trebuie sa renumeroteze de asemenea laturile astfel incit ramurile sa fie numerotate de la 1 la n, iar jonctiunile de la n 4- 1 la l Un exemplu tipic de asemenea date ne ofera fig 2 P 42 *P 43 Sa se pregateasca un program pentru a determina matricea redusa de incidenta pentru o retea conexa avind drept date initiale datele din Problema 42 *P 44 Sa se pregateasca un program pentru a determina : (a) matricea buclelor fundamentale din relatia (34); (b) matricea sectiunilor fundamentale din relatia (43); Datele pentru aceasta problema sint cele din Problema 43 *P 45 Sa se pregateasca un program pentru a determina numarul de arbori dintr-o retea pe baza relatiei (20) Se va specifica formatul datelor initiale *P 46 Sa se pregateasca un program pentru a determina pentru o retea R, L, C: (a) matricea admitanta a nodurilor; (b) matricea impedanta a buclelor; (c) matricea admitanta intre perechi de noduri, utilizind : (1) matricele parametrilor intre perechi de noduri din relatia (91), (2) matricele parametrilor buclelor din relatia (83) si (3) matricele parametrilor intre perechi de noduri din relatia (99) respectiv Se presupune ca datele de intrare sint prezentate printr-o secventa de cinci numere : primul identifica latura, al doilea identilica nodul de plecare, al treilea identifica nodul de sosire, al patrulea identifica tipul laturii (1 pentru C2, pentru R si 3 pentru   ) al cincilea este valoarea parametrului laturii Se presupune ca (1) matricea redusa de incidenta, (2) matricea buclelor fundamentale si (3) matricea sectiunilor fundamentale au fost evaluate prin programele din Problemele 43 si 44 *P 47 Sa se combine programele din Problemele 43, 44 si 46 intr-un singur program, care sa permita determinarea matricei admitanta a nodurilor, matricei impedanta a buclelor sl sau matricei admitanta intre perechi de noduri pentru o retea R, L, C corespunzator optiunii beneficiarului 3 Functii de circuit (retea) in ultimul capitol s-au descris un numar de metode sistematice, aplicindu-se legile fundamentale din teoria circuitelor, pentru obtinerea unor seturi de ecuatii ca ecuatiile pe contur, la noduri, la perechi de noduri sau ecuatii cu variabile mixte Desigur, aceste metode nu sint, in mod necesar, simple de utilizat in toate problemele in multe probleme referitoare la circuite de complexitate structurala moderata, simpla aplicare a unor proprietati sau teoreme (Norton, Thdvenin etc ), poate conduce, fara indoiala, la rezolvarea problemei, mult mai usor decit scrierea si rezolvarea de exemplu a setului de ecuatii pe contur Ecuatiile la care conduc metodele sistematice descrise sint diferentiale sau integrodiferentiale Se pot folosi metodele clasice de rezolvare a lor, dar in continuare se presupune ca solutiile vor fi obtinute eu ajutorul tra nsformatei Laplace Presupunind ca un circuit si transformatele Laplace ale ecuatiilor ce descriu comportarea sa sint accesibile, sa ne intoarcem la solutia acestor ecuatii si la functiile de circuit care descriu comportarea circuitului 3 1 Fl'XCtll DE iNTRARE si DE TRANSFER Fiind dat un circuit liniar, invariabil in timp, excitat de un numar de surse independente de curent si tensiune, cu valori initiale arbitrare pentru tensiunile pe capacitati si curentii prin bobine (care pot fi de asemenea reprezentate ca surse independente), se poate scrie un set de ecuatii pe contur, la noduri sau la perechi de noduri Circuitul poate fi 3 1 FUNCtii DE iNTRARE si DE TRANSFER nereciproc sau poate sa nu fie pasiv in forma matriceala aceste ecuatii vor fi toate similare Astfel: Zm(s)im(s) = E(s) (contur) V"(s)Vn(s) = J(s) (nod) (la) (16) Yt(s)V((s) = Jz(s) (perechi de noduri) Membrul drept al acestor ecuatii contine contributiile surselor, inclusiv ale surselor echivalente conditiilor initiale nenule; de exemplu, J = [J,-], unde este suma surselor de curent, inclusiv echivalentele Norton a surselor de tensiune Solutia simbolica a acestor ecuatii se obtine simplu prin multiplicarea fiecarei ecuatii cu inversa matricei corespunzatoare a coeficientilor Astfel: L(s) = z"> ’ E(s) , (2a) Vn(s) = Y-1 J(s) , (2b) Vt(s) = Yp1 J((s) (2c) Fiecare din aceste ecuatii are aceeasi forma Pentru ilustrare, se da forma dezvoltata a ecuatiei (26) Astfel: e2 = Al Al 1 A A A Ai ^22 А,и 2 A A ’ A A" A A A J2 (3) unde A este determinantul matricei admitantelor, iar Ал sint cofactorii acesteia Deci, pentru nodul a-, expresia tensiunii 1  va fi : 158 3 FUNCtii DE CiRCUiT Din relatia (4) rezulta ca tensiunea unui nod este o combinatie liniara de surse echivalente Sursele J : (Jv J2, nu sint surse actuale; de exemplu, pentru circuitul din fig 3 1, presupunind conditii initiale nule, matricea J va fi:   ig* "1" 1 1 1 01 J = Ji — ig2 + ^g3 Ѵз-   — 1 el - Daca se substituie pentru J expresiile corespunzatoare in functie de sursele actuale, rezulta clar ca relatia (4) poate fi aranjata astfel incit sa fie o combinatie liniara a surselor actuale Astfel, pentru fig 3 1, expresia lui va fi: Ca regula generala se poate spune ca transformata Laplace a oricarui raspuns poate fi scrisa ca o combinatie liniara a transformatelor Laplace a excitatiilor Coeficientii acestor combinatii liniare sint ei insisi combinatii a unor functii de variabila complexa " Aceste functii sint rapoarte a doi determinanti, numitorul fiind determinantul lui Znl, Y" sau Y(, iar numaratorul fiind un cofactor al acestor matrice De exemplu, in relatia (5) determinantul de la numitor este detY", iar coeficientul lui it2 este o diferenta intre doua astfel de rapoarte de determinanti Odata cunoscute functiile care leaga orice transformata (Laplace) a raspunsului unui circuit de orice transformata a excitatiei (Г sau Z), 3 1 FUNCtii DE iNTRARE si DE TRANSFER 159 poate fi determinat raspunsul la orice excitatie data Astfel, in relatia (5), cunoasterea expresiilor din paranteze este suficienta pentru a se determina raspunsul l  (s) pentru orice valori date lui Ѵѵ1, iff2 si Vom defini in general ca functie de circuit raportul dintre transformata Laplace a raspunsului si transformata Laplace a excitatiei unui circuit Atit raspunsul cit si excitatia pot fi curenti sau tensiuni Daca raspunsul si excitatia se refera la aceleasi terminale (in care caz unul trebuie sa fie o tensiune, iar celalalt un curent), atunci functia se numeste o functie de intrare fie de impedanta, fie de admitanta Daca excitatia si raspunsul se refera la terminale diferite, atunci functia este o functie de transfer Functii de intrare Pentru precizarea notiunii sa consideram fig 3 2, a in care este pusa in evidenta numai o pereche de terminale la care pot fi facute conexiuni externe Vom presupune ca : 1) circuitul nu contine surse independente; 2) este initial relaxat — (valorile initiale ale tensiunilor pe condensatoare si ale eurentilor prin bobine sint nule) Prin "impedanta de intrare"" si "admitanta de intrare" la o pereche de terminale a unui circuit intelegem : Z(S) = ^i(") • -rz    A(s) 11 (S) 7X(S) 1 transformatele ale tensiunii si curentului unde Vj si Ц sint la terminale, cu sensurile de referinta ca in fig 3 2 in aceasta definitie nu s-a facut nici o precizare privind modul de excitare sau conectare la perechea de terminale a circuitului Conditiile ca circuitul sa nu contina surse independente, iar initial sa fie un circuit relaxat, sint esentiale pentru b Fig 3 2 Functii de intrare a c 160 3 FUNCtii DE CiRCUiT definitia impedantei sau admitantei de intrare Este clar ca, daca circuitul contine surse independente sau conditii initiale nenule (initial, "nerelaxat"), atunci Z sau Г pot avea diferite valori in functie de ce este conectat la perechea de terminale si deci impedanta sau admitanta de intrare, nu va mai fi o caracteristica invarianta proprie circuitului O alta observatie este ca nu s-a facut nici o precizare asupra naturii functiilor de timp si i (t); definitia lui Z sau У cuprinde raportul transformatelor lor Laplace Sa ne intoarcem la calculul lui Z si 1' pentru un circuit presupus initial ca nu contine "dispozitive" nepasive sau nereciproce Sa scriem ecuatiile la noduri pentru un circuit excitat de o sursa de curent ca in fig 3 2, b in aceste conditii, solutia pentru i'j poate fi obtinuta din (4) in care este nenul si are valoarea ix Astfel, pentru impedanta vom gasi: Z(8) =-b(8) = Ad?) (7) ir(s) Д(") , unde Z este impedanta de intrare la terminalele circuitului in relatia (7) notatia " este folosita pentru a indica ca este determinantul ecuatiilor la noduri O formula duala pentru admitanta de intrare T poate fi obtinuta imediat considerand ca circuitul este excitat de o sursa de tensiune ca in fig 3 2, c; se scriu, deci, un set de ecuatii pe contur Solutia setului de ecuatii pe contur va avea aceeasi forma ca (3), cu deosebirea ca sursele vor fi surse de tensiune echivalente Ek ta caror valori vor fi initial toate nule in afara unei singure surse ce va fi i’j), iar variabilele vor fi curentii pe contur Rezolvind sistemul in raport cu ix, rezulta : unde У este admitanta de intrare iar notatia , evidentiaza ca Д este determinantul matricei impedantelor de contur Relatiile (7) si (8) sint utile pentru calculul lui Z si У dar trebuie reamintit ca ele se aplica in cazul cind nu exista surse controlate sau alte astfel de dispozitive Ele pot fi de asemenea aplicate in unele cazuri cind sursele controlate sint prezente, dar nu intotdeauna Ca o ilustrare a unui caz simplu, in care (7) si (8) nu se aplica cind este prezenta o sursa controlata, sa consideram etajul de amplificare cu grila la masa reprezentat in fig 3 3, " Modelul liniar este aratat in fig 3 3, b, in care apare sursa de tensiune controlata 3 1 FUNCtii DE iNTRARE si DE TRANSFER 161 Deoarece aceasta nu are o reprezentare sub forma fie a unei impedante fie a unei admitante, sa exprimam sursa de tensiune controlata 1 in functie de un curent printr-o latura; din fig 3 3, b expresia corespunzatoare este 7 = Rk i5 — 7X Cu aceasta expresie inlocuim sursa de tensiune controlata, latura care controleaza chiar nefiind aratata in graful din fig 3 3, c Relatia V — i in latura controlata (latura 2 in graful din fig 3 3, c) este 72 = (iF = р ЕД5 — [лУ-l Aceasta relatie da laturii o reprezentare sub forma unei impedante Arborele reprezentat cu linii groase in fig 3 3, c a fost ales astfel ca sursa de excitare sa apara intr-un Fig 3 3 Amplificator cu grila la masa singur contur (ochi) Matricea de contur B, matricea impedantelor laturilor Z, matricea surselor de tensiune V9, pot fi scrise astfel: 0 0 [J Rk 0 0 0 -4- 0 0 0 su 0 0 Bk 0 0 0 0 0 7?0 0 0 0 0 0 jiFj' 0 7X 0 0 -1 1 110' 0 0 1 11-c 854 162 3 FUNCtii DE CiRCUiT Ecuatiile de contur = ВѴЙ) devin in acest caz : 1 " sC 1 "o 6 sC Admitanta de intrare este І5ІѴг Aceasta poate fi gasita rezolvind ecuatiile pe contur pentru i5 Rezulta: Astfel, eu toata precautia de a alege numai un singur contur care sa contina sursa de excitatie, sursa de tensiune Fj apare in ambele ecuatii pe contur, si ca urmare rezultatul final difera de (8) Se poate trage concluzia ca nu intotdeauna formule speciale ca (7) si (8) conduc la rezultatul corect si ca in general trebuie apelat la definitia din relatia(6) Functii de transfer Prin definitie, o functie de circuit este o functie de transfer cind excitatia si raspunsul corespund la terminale diferite Sa consideram raspunsul ca fiind tensiunea sau curentul unei anume laturi Putem evidentia aceasta latura reprezentind-o separat de restul circuitului ca in fig 3 4 Pentru ca notiunea de functie de transfer sa fie usor de inteles, vom presupune in continuare ca circuitul nu contine surse interne independente si este initial relaxat Corespunzator figurii 3 4, a pot fi definite Fig 3 4 Functii de transfer 3 1 FUNCtii DE iNTRARE si DE TRANSFER 163 patru functii de transfer diferite fie cu F (s) sau i (s) ca raspuns si fie cu F^s) sau Zx(s) ca excitatie Din nou remarcam ca in aceste definitii nu se face nici o precizare asupra modului iu care este excitat circuitul Deoarece aceasta nu aduce nici o diferenta, sa consideram aplicata o sursa de curent ca in fig 3 4, b si sa folosim ecuatiile la noduri Singurul lucru ce ramine de discutat sint sursele Chiar daca exista numai o singura sursa, aceasta poate apare in mai mult decit o ecuatie la nod daca circuitul contine surse controlate Prin urmare, sa presupunem pentru inceput ca circuitul considerat nu contine surse controlate Atunci toti J in (4) sint zero, in afara lui care este egal cu iv Rezultatul analizei pe noduri va fi: Л(") = 1 (8), А и VL(s) = V2 - F3 = A12   A1-3- A (s) A Din aceste relatii, tinind seama de faptul ca Z  = YL VL, poate fi obtinuta fiecare functie de transfer F  Fn F  ix, ijfV sau Z  Zx in mod similar, presupunind circuitul excitat cu o sursa de tensiune, ca in fig 3 4, c, se pot scrie ecuatiile pe contur' Expresiile care rezulta din ecuatiile la noduri si pe contur vor fi : impedanta de transfer: = Aia - A13 | = A  v Au z Admit anta de transfer : у A12 A13 A12 t  gj) An v А г Cistigul (amplificarea) de tensiune sau raportul de transfer al tensiunilor : VAsl = AlZZ-Ais   =Zl^   (9c) ' i(s) An " A :z Cistigul (amplificarea) de curent sau raportul de transfer al curentilor : TaLs) = 3t AaZiAsJ =Лі2 (9d) ii(s) А u Au г 164 3 FUNCtii DE CiRCUiT Trebuie subliniat ca : 1 Aceste formule sint valabile in absenta surselor controlate si a dispozitivelor nereciproce sau nepasive 2 impedantele de transfer nu sint reciprocele admitantelor de transfer 3 Sensurile de referinta ale curentilor si tensiunilor trebuie sa fie ca in fig 3 4 Cind circuitul contine surse controlate aceste formule particulare nu pot fi aplicate Totusi si in acest caz, functiile de transfer vor fi combinatii liniare a unor rapoarte similare de determinanti si cofactori 3 2 CiRCUiTE MULTiTERMiXALE Pina acum, in studiul circuitelor electrice, am presupus ca structura interna a circuitului este cunoscuta si ca se poate face o analiza in scopul determinarii curentilor si tensiunilor oriunde in circuit Totusi, foarte adesea, nu intereseaza curentii sau tensiunile in toate laturile, ci numai curentii si sau tensiunile corespunzatoare terminalelor la care sint facute conexiuni exterioare circuitului De indata ce este vorba de comportarea exterioara a circuitului, detaliile cu privire la structura interna a circuitului nu mai sint importante, important fiind sa cunoastem relatiile intre tensiunile si curentii la terminalele exterioare, care determina complet comportarea exterioara a circuitului Sa consideram circuitul reprezentat in fig 3 5, a, care are sase terminale la care sint facute conexiuni exterioare Cum vor fi definite variabilele curenti si tensiuni ? Sa definim tensiunile astfel incit tensiunea fiecarui terminal sa fie raportata fata de un punct arbitrar dat? Sau fata de masa ca Г2 ? Sa fie definite ca tensiuni intre Fig 3 5 Circuit (retea) cu 6 terminale 3 2 CiRCUiTE MULTiTERMiNALE 165 perechi de terminale, cum ar fi U12 sau Г4в ? Sa fie definiti curentii in raport cu terminalele (cum ar fi i3) sau pe contur, intrind intr-un terminal si iesind din altul (cum ar fi JJ ? De fapt, dupa cum vom observa, fiecare din aceste conventii pot fi utile in diferite scopuri in multe aplicatii conexiunile exterioare sint facute numai la terminalele in perechi ale circuitului Fiecare pereche de terminale reprezinta o intrare sau o iesire a circuitului si este descriptiv — o poarta Circuitul cu 6 terminale din fig 3 5 este reprezentat ca in fig 3 6, a ca un triport si ca un 5-port in fig 3 6, b De notat ca nu vor fi facute alte conexiuni Fig 3 6 Un circuit cu 6 terminale conectat ca : a — triport; b — 5 — port exterioare decit la portile aratate; de exemplu, in fig 3 6, a nu se va face nici o conexiune intre terminalele 1 si 3 sau 1 si 5 Conexiunile trebuie sa fie facute astfel ca acelasi curent care intra printr-un terminal ;1 portii sa iasa prin cel de-al doilea terminal Tensiunea portii este tensiunea intre perechile de terminale care constituie poarta Exista o diferenta de baza (in afara numarului de porti) intre cele doua tipuri de multiporti reprezentati in fig 3 6 in fig 3 6, b, un terminal al fiecarei porti este comun tuturor portilor Astfel tensiunile portilor sint identice cu tensiunile tuturor terminalelor in afara de unul fata de care se masoara aceste tensiuni Un astfel de circuit este numit un multiport cu borna comuna (terminal comun), sau у borna la masa in primul circuit din fig 3 6 nu se poate identifica un astfel de terminal comun (borna comuna), sau la masa Este posibil sa fie necesare si alte feluri de conexiuni exterioare multi-’ ortului, in afara de cele de tipul conexiunilor la perechi de terminale, in acest caz, o descriere a circuitului in raport cu portile sale nu este posibila si va fi necesara in acest caz o alta metoda pentru descrierea multiportului ce va fi discutata in paragraful 3 6 16G 3 FUNCtii DE CiRCUiT 3 3 CiKCl iTE DiPORT (CUADRiPOLi) Se poate incepe prin a trata un circuit multiport general si a discuta seturile de ecuatii ce leaga variabilele de la porti Dupa aceasta, rezultatele pot fi aplicate cazului special al diportului (cuadripolului) O alta alternativa este de a trata mai intii cel mai simplu multiport — diportul (cuadripolul), avindu-se in vedere pe de o parte importanta de Fig 3 7 Circuit diport (cuadripol) sine statatoare a acestui circuit, iar pe de alta parte faptul ca tratarea mai intii a celui mai simplu caz poate conduce la intelegerea mai usoara a cazului general al multiportului Vom alege al doilea mod de abordare a problemei Un circuit diport (sau pe scurt — un diport) este ilustrat in fig 3 7 Din cauza utilizarii unui diport ca un circuit de transmisiune, una din porti — numerotata uzual cu 1 — este denumita intrare; cealalta — poarta 2 este denumita iesire Variabilele la porti (in raport cu cele doua porti) sint doi curenti de poarta si doua tensiuni de poarta cu sensurile de referinta standard (de referinta) ca in fig 3 7 (in unele lucrari sensul de referinta pentru i2 este luat opus celui ales in fig 3 7) Pentru comparatia oricarei formule din alte publicatii va trebui sa verificam comparativ sensurile de referinta adaptate pentru parametrii diportului Circuitele exterioare (diportului), care pot fi conectate la intrarea diportului sau la iesirea sa, sint denumite terminatii Vom folosi transformatele Laplace ale variabilelor si vom presupune ca diportul este initial relaxat si ca nu contine surse independente Discutia care urmeaza, legata de diferite feluri de a descrie comportarea unui diport, poate apare intr-un anume fel nemotivata Necesitatea unor metode diferite apare clar atunci cind problema care se pune este proiectarea unor circuite ca filtre, circuite de adaptare, corectoare, etc O metoda de descriere, care este convenabila, de exemplu, pentru un circuit de putere, poate fi mai putin utila in cazul unui filtru, sau complet nepotrivita pentru un amplificator tranzistorizat Din acest motiv, vom 3 3 CiRCUiTE DiPORT (CUADRiPOLi) 167 descrie mai multe alternative echivalente pentru studiul comportarii unui diport in problema de sinteza a unui circuit, pentru o aplicatie specifica se convine, deseori, sa se desparta problema complicata in citeva parti Fiecare parte a circuitului total este proiectata separat si apoi reunite intr-o maniera similara descompunerii originale Pentru a folosi acest procedeu este necesar sa stim cum este legata descrierea comportarii intregului circuit de comportarea partilor componente Din acest motiv, vom trata problema interconectarii diportilor Multe rezultate obtinute in acest paragraf necesita o suma considerabila de calcule algebrice elementare Nu vom parcurge toate etapele procedeului lasind cititorul sa completeze calculele intermediare omise Parametrii in gol si in scurtcircuit Pentru a descrie relatiile intre tensiunile si curentii la portile unui multiport liniar sint necesare atitea ecuatii liniare cite porti sint Astfel, pentru un diport sint necesare doua ecuatii liniare ce leaga patru variabile Care variabile vor fi considerate dependente si care independente, este o problema de conventie si de alegere intr-o aplicatie data in cazul general al "-portului vor fi 2n variabile curenti si tensiuni Numarul de cai in care aceste 2n variabile pot fi aranjate in doua grupe egale este (2") ! ("!) 2 Pentru un cuadripol, acest numar este 6 Exprimand pentru un diport curentii in functie de tensiuni, rezulta ru inatorul set de ecuatii: AGO [AGO] Уп Ун   Угі У22- (10) interpretarea acestor parametri rezulta simplu anulind pe rind fiecare tensiune Astfel: Уп(") = Fi(s) FS- y12(S) = i 21(S) hi8) Л(") У2М ^(s) (И) Dimensional, fiecare parametru este o admitanta Anularea unei tensiuni la o poarta este echivalenta cu un scurtcircuit la acea poarta Din acest motiv parametrii у sint denumiti — parametri admitanta in scurtcircuit (sau pe scurt parametrii y) Matricea acestor parametri este notata cu si se numeste matricea admitanta in scurtcircuit Termenii yn si y22 sint 3 FUNCtii DE CiRCUiT 168 admitantele de intrare in scurtcircuit la cele doua porti, iar ? 21 si i 13 sint admitante de transfer in scurtcircuit in particular, yiX este admitanta de transfer in sens direct — adica, raportul unui raspuns in curent la poarta 2 catre o excitatie in tensiune la poarta 1, iar yn este admitanta de transfer in sens invers Un al doilea set de relatii pot fi scrise exprimind tensiunile la porti in functie de curentii la porti: Tri(") (12) De aceasta data, interpretarea parametrilor se obtine anulind pe rind curentii Astfel: A(") i2 -=o 11 (s)  ,-0 (13) Dimensional, fiecare parametru este o impedanta Anularea curentului la o poarta este echivalenta cu lasarea portii in gol Din acest motiv parametrii e sint denumiti parametri impedanta in gol (pe scurt parametri in gol) Matricea parametrilor se noteaza cu Z0( si se numeste matricea impedantei in gol Elementele si sint impedante de intrare in gol la cele doua porti, iar z21 si  12 sint impedante de transfer in gol; este o impedanta de transfer in sens direct, iar "12 este o impedanta de transfer in sens invers Rezulta clar din (10) si (12) ca matricele Yi8 si Z08 sint inverse una alteia, de exemplu : Y — У11 * SC У21 У22 = Z," 1 det Zw Z22 "12 г21 гП (14) De aici rezulta ca : 1 det Y" = det Z08 (15) Demonstratia acestei din urma relatii este lasata cititorului ca exercitiu Rezultatele obtinute pina acum se aplica fie ca circuitul este pasiv sau activ, reciproc sau nereciproc 3 3 CiRCUiTE DiPORT (CUADRiPOLi) 169 Sa consideram functiile de transfer y21 si y12 Daca circuitul este :eciproc, conform definitiei din paragraful 3 1 4, cele doua functii de Transfer vor fi egale De asemenea vor fi egale i]2 si z2d adica pentru un circuit reciproc : 2 12 — У 211 *12 — *21J (16) de unde rezulta si ca pentru un circuit reciproc Ysc si Zec sint simetrice Parametrii hibrizi Parametrii z si у sint doua cai de exprimare a relatiilor intr e variabilele portilor Acestia exprima doua tensiuni in functie de doi curenti - u reciproc Alte doua seturi de ecuatii pot fi obtinute exprimind un urent si o tensiune de la poiti opuse in functie de cealalta tensiune si urent Astfel: — 7іц a12 *1 • (И) -І2 7i21 ^22 2 — 1711 2712 v; • (18) 2721 922 - ^2 interpretarea acestor parametri poate fi usor determinata din ecuatiile precedente, ca fiind urmatoarea : Ъ ^1(S) *21 = A(") 72=0 i i(s) |ia = 0 (19) Se observa ca parametrii h si g sint interpretati in conditii mixte de terminatie, unii din ei in gol, iar altii in scurtcircuit Acestia sint denumiti parametri hibrizi A si respectiv parametri hibrizi g Din aceste interpretari rezulta ca Лп si g22 sint impedante, iar hi2 si gu sint admi- 170 3 FUNCtii DE CiRCUiT tante Acesti parametri sint legati de parametrii г si у prin relatiile : 1 1 ffii = — "Ц У n 1 2 22 1 922 — У 22 (20) Parametrii de transfer g si h sint fara dimensiuni Marimea  г21 este amplificarea (cistigul) de curent in scurtcircuit in sens direct, gl2 este amplificarea de tensiune in gol in sens invers, iar ftl2 este amplificarea de tensiune in gol in sens invers Vom folosi literele H si G pentru a nota matricele corespunzatoare parametrilor h si g Prin calculul direct se determina urmatoarele relatii intre parametrii de transfer : 3^12 912 = — 921 У 21 (21a) in cazul special, al circuitelor reciproce, aceste expresii se simplifica devenind hl2 = — Л21 si g12 = — g2l Cu alte cuvinte, in cazul circuitelor reciproce, amplificarea de tensiune in gol pentru un sens de transmisie prin diport este egala cu negativa amplificarii de curent in scurtcircuit pentru sensul opus de transmisie Ca si in cazul matricelor Z0( si Yse matricele H si G sint inverse una alteia Astfel: (22) Cititorului ii ramine sa verifice acest lucru Parametrii lant Au ramas doua sisteme de ecuatii care leaga tensiunea si curentul de la o poarta in functie de curentul si tensiunea de la cealalta poarta Acestea au fost de fapt din punct de vedere istoric primele folosite in analiza liniilor de transmisiune Unul din aceste sisteme este : A Bl Г V2(s)' C o] L-la(s) (23) z ABCD Parametrii impedanta in gol Z21 Z23 Parametri! admitanta in scurtcircuit Parametrii 1 ant Z22 И    z12 lzl   Z21 Z11 i z i lzl 21 *21 *22 Z21 Z12 '22 z22 1 •12 -21 Z11 Z11 У 22 ІУІ - У12 A C AD-BC ІУІ С { 21 У11 1 D 1   ІУІ ІУІ c С и - (АЛ-ВС) Un У13 в В -1 А Un У22 в В    У22 -1 А В Un У21 - ІУІ - У11 С D Узі У21 1 - У12 в AD - ВС У11 У11 D D ІУІ -1 С   Ун У11 D D ІУІ У12 С - (AD-BC) — 1 22 У22 А А - У21 1 1 В   1 22 У22 А А Tabelul 3 1 Parametrii hibrizi Parametrii hibrizi? h 0 1*1 ^12 t 012 ft23 ^22 Ни 011 - Йа1 1 101 л22 *22 Яи 011 1 1 ' 2 F, = 0 1 2 Fj-0 Se vede ca ylt difera de y ,t, ceea ce se poate intimpla din cauza sursei de curent controlate Daca parametrii у sint cunoscuti, oricare alt set de parametri poate fi calculat folosind relatiile din tab 3 1 De notat ca chiar in conditiile ca Ct si C2 sint zero si Hg infinit, parametrii у exista dar parametrii s nu exista (:u, z22 si z21 devin infinit i) 3 4 iNTERCONECTAREA CiRCi itELOR DiPORT Un circuit diport dat cu un anumit grad de complexitate poate fi privit ca fiind construit din circuite diport mai simple ale caror porti sint interconectate in anume feluri invers, un circuit diport, care urmeaza sa fie construit, poate fi proiectat prin combinarea unor blocuri constructive simple Din punctul de vedere al proiectantului este mult mai simplu sa proiectam blocuri simple, pe care apoi sa le interconectam, in loc sa proiectam un circuit complex ca un tot unitar Un motiv in plus, de ordin practic, in favoarea acestui procedeu este acela ca este mult mai usor de ecranat unitatile mici si de a reduce astfel capacitatile parazite fata de masa Conectarea in cascada interconectarea cuadripolilor poate fi facuta in mai multe feluri Cel mai simplu mod de interconectare a doi cuadripoli este conectarea lor in cascada sau in tandem Doi cuadripoli se spune ca sint conectati in cascada daca poarta de iesire a unuia este poarta de intrare a celui de-al doilea, ca in fig 3 11 Fig 3 11 Conectarea in cascada a diportilor 3 4 iNTERCONECTAREA CiRCUiTELOR DiPORT 175 in problema interconectarii, din punctul de vedere al analizei, este interesant sa studiem relatiile intre parametrii intregului circuit si parametrii blocurilor constructive Conectarea in tandem este studiata cel mai convenabil cu ajutorul parametrilor ABCD Cu notatiile si sensurile de referinta adoptate in fig 3 11, rezulta ca : -Г  'Via 2a i2 2b ' v2 ii ila 2a ^2b -І2 Astfel, pentru sistemul de ecuatii ABCD al circuitului Nb putem scrie : ^2a 'Vu A Bb- ’ v2 - 2a - ilb cb Db -i2 in plus, daca scriem sistemul de ecuatii ABCD pentru circuitul Na si tinem cont de relatiile precedente, se obtine : ’711 = Ba- V %a ’ Л ва' 'Ab Bb ' v2- hi Va C)a ’ %2а ,co Da Cb Db - i2 Astfel, matricea ABCD a unor cuadripoli in cascada este egala cu produsul matricelor ABCD a cuadripolilor individuali, adica : -Ь В Aa Ba Ab Bb (26) C D] Ca Db Odata cunoscute relatiile intre parametrii cuadripolului total si para metrii cuadripolilor constitutivi pentru oricare set de parametri, relatiile pentru oricare alt set de parametri pot fi deduse prin calcul algebric; de exemplu parametrii in gol ai cuadripolului total pot fi gasiti in functie de cei ai cuadripolilor in cascada exprimind parametrii z in raport cu parametrii ABCD pentru fiecare cuadripol in cascada in parte Rezultatul va fi: z12a  21'i + zllb g12" g126 z2 2a H- zllb (27) z21a  21t> Z22a ^116 Z12b Z21b "226 Z22a + zllb Detaliile acestui calcul sint lasate cititorului 3 FUNCtii DE CiRCUiT 176 Sint necesare citeva observatii Cind se doreste sa se determine un anume parametru specific unui cuadripol total in functie de parametrii corespunzatori cua(tripolilor interconectati, poate fi mai simplu de utilizat o analiza directa in locul folosirii relatiilor din tabelul 3 1 Ca exemplu, sa presupunem ca dorim sa gasim expresia lui "21 pentru circuitul din fig 3 11 Elementul г21 este raportul intre tensiunea de iesire in gol si curentul de intrare; adica г21 = 17г А- Sa presupunem ca se aplica circuitului la intrare un curent it si sa inlocuim, folosind teorema de echivalenta Thdvenin, circuitul din stinga bornelor de iesire a lui Na Rezultatul este dat in fig 3 12 Fig 3 12 inlocuirea circuitului Na prin echivalentul sau Thavenin Prin definitie z21il = У2 11Ь, cu terminalele poate fi usor calculat iu din circuitul din fig de iesire in gol Acum 3 12 Deci: in final: Ai- A А 2a + Alb s V2 Au A Ага + Alb г Za A Ala Alb (28) rezultat care corespunde celui cuprins in relatia (27) O proprietate importanta a cuadripolilor conectati in cascada se observa din expresiile impedantelor de transfer (27) Zerourile lui r21 sint si zerou-rile lui 22ja si z21b (O relatie similara are loc si pentru z12) Astfel zerourile de transmisiune ale intregii cascade constau din zerourile de transmisie a fiecarei cuadripol component Aceasta este baza teoretica a unor metode importante de sinteza a circuitelor Acest fapt permite proiectarea indi- 3 4 iNTERCONECTAREA CiRCUiTELOR DiPORT 177 viduala a cuadripolilor care sa asigure anumite zerouri de transmisiune inainte de conectarea lor in cascada; de asemenea permite ajustarea si reglajul individual al elementelor in cadrul fiecarui cuadripol, pentru a obtine un zero dorit, fara a influenta ajustarea intregului cuadripol Conectarea paralel si serie Sa ne intoarcem la alte interconectari ale cuadripolilor care, spre deosebire de conectarea in cascada, implica ambele porti Doua posibilitati evidente sint conectarile serie si paralel Doi cuadripoli se spune ca sint Fig 3 13 Conectarea diportilor in paralel si serie conectati in paralel daca portile lor de intrare si iesire corespunzatoare sint conectate in paralel ca in fig 3 13, a in conexiunea paralel tensiunile de la intrarea si iesirea cuadripolilor componenti sint obligate sa fie aceleasi in timp ce curentii la portile cuadripolului total sint egali cu sumele curenti-lor corespunzatori la portile cuadripolilor conectati in paralel Aceasta presupune ca relatiile intre portile cuadripolilor individuali nu sint alterate cind acestia sint conectati in paralel in acest caz, pentru cuadripolul total se poate scrie : 11 im' + Ab' У 11a У12а Via' Л - -^2a- V20 - У 21a У 22a - i 2a У11Ь У12Ъ ^10 i" У11а "Ь У11Ь -Уііь У 22b L1 20 J ІУ21а Унъ У12а + У12Ь У22а 4* У 22Ь - ^ 2 - (29) Adica, matricea admitanteior in scurtcircuit a doi cuadripoli conectati in paralel este egala cu suma matricelor admitanteior in scurtcircuit a cuadripolilor componenti Ysc = Ysce +Y scb (30) 178 3 FUNCtii DE CiRCUiT Dualul conexiunii paralel este conexiunea serie Doi cuadripoli sint conectati in serie daca portile lor corespunzatoare de intrare si iesire sint conectate in serie ca in fig 3 13, b in aceasta conexiune curentii de la intrare si de la iesire sint fortati sa fie aceiasi, in timp ce tensiunile cuadripolului total sint egale cu sumele tensiunilor de la portile cuadripolilor individuali Din nou se presupune ca relatiile intre portile cuadripolilor individuali nu sint afectate cind este facuta conectarea cuadripolilor in acest caz relatiile ce pot fi scrise pentru cuadripolul total sint: '11 a '•21a + *116 *126 До 211а +  1U" *216 *226 -^2Ь  21a T г12а 2 7 Г  12o *-la г22а1 L f 2а г22в (31) Adica, matricea impedantelor in gol a doi cuadripoli conectati in serie este egala cu suma matricelor impedantelor in gol a cuadripolilor componenti: (32) Dintre aceste doua tipuri de conexiuni — serie si paralel — conexiunea paralel este mult mai utila si isi gaseste o larga aplicare in sinteza circuitelor Un motiv de ordin practic este acela ca permite conectarea in paralel a doi cuadripoli cu borna comuna (cu borna la masa), rezultatul fiind un cuadripol eu borna comuna Un astfel de exemplu este circuitul paralel in scara, (al carui caz special este circuitul dublu T sau T-podit) aratat in fig 3 14 Fig 3 14 Circuite in scara conectate in paralel Pe de alta parte conectarea in serie a doi cuadripoli conduce la un cuadripol cu borna comuna numai daca unul din cuadripoli este un cua- dripol in T Sa consideram doi cuadripoli cu borna la masa conectati in serie ca in fig 3 15, a Este clar ca o astfel de conectare este inadmisibila deoarece terminalul de masa a lui N" va scurtcircuita pe Nb, vio- 3 4 iNTERCONECTAREA CiRCUiTELOR DiPOET 179 lindu-se astfel conditia ca cuadripolii individuali sa fie neafectati de interconectare Situatia este remediata legind impreuna terminalele comune ale celor doi cuadripoli ca in fig 3 15, b in acest caz cuadripolul Fig 3 15 Conectarea in serie a diportiior cu borna comuna rezultat nu mai este un cuadripol cu borna comuna Daca unul din cuadripoli este in T, conectarea in serie ia forma din fig 3 15, c Acesta poate fi redesenat ca un cuadripol cu borna comuna ca in fig 3 15, d Se lasa cititorului demonstratia ca ultimii doi cuadripoli au aceiasi parametri z Sint posibile unele variatii ale conexiunii serie si paralel conectind portile in serie la un capat si in paralel la celalalt capat Acestea sint numite conexiuni serie-paralel, si paralel-serie Cum se poate presupune, in aceste cazuri, parametrii Л si ai cuadripolilor individuali sint aceia care adunati dau respectiv parametrii h si g ai cuadripolului total Demonstratia este lasata cititorului ca exercitiu Restrictii la interconectarea cuadripolilor Ne-a ramas sa stabilim conditiile in care doi cuadripoli pot fi interconectati fara a afecta prin conectare relatiile intre portile cuadripolilor individuali Pentru conexiunea paralel sa consideram fig 3 16 Cite o pereche Fig 3 16 Test pentru conectarea diportiior in paralel 18) 3 FUNCtii DE CiRCUiT de porti a fiecarui cuadripol este conectata in paralel in timp ce celelalte porti sint scurtcircuitate individual Sint folosite scurtcircuitele deoarece parametrii care caracterizeaza cuadripolii individuali si cuadripolul total sint parametrii admitantei in scurtcircuit Daca tensiunea F aratata in fig 3 16 este nenula, atunci cind portile secundare vor fi conectate va exista un curent de circulatie cum este sugerat in figura Astfel, conditia potrivit careia curentul ce iese din terminalul unei porti sa fie ega 1 cu curentul ce intra in celalalt terminal al portii este violata, si prin urmare relatiile intre portile cuadripolilor individuali vor fi afectate de interconectare Pentru cazul conexiunii serie, sa consideram fig 3 17 a b Fig 3 17— Test pentru conectarea diportilor in serie Cite o pereche de porti a fiecarui cuadripol este conectata in serie in timp ce celelalte porti sint lasate in gol Sint folosite gol-circuitele (portile lasate in gol) deoarece parametrii care caracterizeaza cuadripolii individuali si cuadripolul total sint parametrii impedanta in gol Daca tensiunea F este nenula, la conectarea in serie a portilor secundare va exista un curent de circulatie cum este sugerat in figura Din nou relatiile intre portile cuadripolilor individuali vor fi modificate prin conectarea cuadripolilor si astfel adunarea parametrilor impedanta nu va mai fi valabila pentru intreg circuitul Cu unele modificari evidente, aceste teste se aplica conexiunilor serie-paralel si paralel-serie Discutia precedenta asupra conditiilor in care pot fi obtinuti parametrii totali ai cuadripolilor interconectati prin adunarea parametrilor cuadripolilor componenti a fost mai curind o schitare a problemei Se lasa cititorului sarcina de a suplini detaliile Cind se descopera ca o anumita interconexiune nu poate fi facuta datorita introducerii eurentilor circulatori, exista o cale de a opri acesti curenti si de a permite astfel sa fie facuta conexiunea Procedeul este 3 5 CiRCUiTE MULTiPORT 181 simplu si consta in punerea la una din porti a unui transformator ideal izolator cu raportul de transformare 1 : 1, asa cum este ilustrat in fig 3 18, pentru cazul conexiunii paralel Fig 3 18 Utilizarea unui transformator-izolator pentru a permite intercnoectarea 3 5 CiRCUiTE MULTiPORT Paragraful precedent s-a ocupat in detaliu de circuitele diporti (cuadripoli) Sa ne intoarcem atentia la circuitele avind mai mult decit doua porti ideile discutate in ultimul paragraf se aplica de asemenea mulci-portilor cu extensiile corespunzatoare Sa consideram circuitul я-port aratat in fig 3 19 Fig 3 19 Circuit-(retea) multiport Comportarea exterioara a acestui circuit este complet descrisa dindu-se relatiile intre tensiunile si curentii la porti Un set de astfel de relatii exprima toate tensiunile la porti in functie de curentii la porti -Р  211 212 • • • '11   = Z21 "22 • • •  2n І2 -t- "пѣ • • • ^nn- in - (33a) 182 3 FUNCtii DE CiRCUiT sau V = zoc i (33b) Prin observatie directa se vede ca parametrii pot fi interconectati ca : P i Zik =   ilotl Cdlaltl curenti-0 care este pur si simplu extinderea caracterizarii unui cuadripol prin impe-dantele in gol Matricea Zoc este asemanatoare celei din relatia (12) cu deosebirea ca este de ordinul n Matricea admitantelor in scurtcircuit pentru un cuadripol poate fi extinsa direct pentru un n-port Astfel: i = Y c V, YJc = (35a) unde Уік — Toate celelalte (35&) V j- tensiuni = 0 Daca acum ne gindim sa extindem reprezentarea cu ajutorul parametrilor hibrizi ai cuadripolilor ne vom izbi de anumite probleme in aceasta reprezentare variabilele sint mixte — curenti si tensiuni Cum vor fi alese variabilele "independente44 si "dependente44 pentru un circuit cu mai mult de doua porti ? in cazul unui triport, de exemplu, pot fi facute urmatoarele trei alegeri: Г71' A ’ = MX h U J І2 = M2 A ’ v2 9 Ka = M3 ГГ1] i2 LvJ -ІЗ Tot asa de bine pot fi alese si inversele acestor relatii in aceste aleger i fiecare vector contine exact o variabila din fiecare poarta Este de asemenea posibila o alegere ca : •Р  ГА • Y2 = M4 ІЗ ІЛ J unde fiecare vector contine si curentul si tensiunea unei anumite porti Primele categorii sint analoage reprezentarilor cu ajutorul parametrilor hibrizi h si g din cazul cuadripolilor Ultimele au ceva din trasaturile 3 6 MATRiCEA DE ADMiTANtA NEDEFiNiTA 183 reprezentarii cu ajutorul matricei lant Este clar ca nu este convenabil sa urmam aceasta logica a reprezentarilor posibile pentru un caz general Ca si in cazul cuadr ipolilor, este posibil sa interconectam circuitele multiport Doi multiporti se zice ca sint conectati in paralel daca portile lor sint conectate in paralel in perechi Nu este necesar ca cei doi multiporti sa aiba acelasi numar de porti Portile sint conectate in paralel pina la terminarea lor si nu are importanta daca s-au terminat in acelasi timp pentru ambele circuite sau mai devreme pentru unul in mod similar, doi multiporti se zice ca sint conectati in serie daca portile lor sint conectate in serie in perechi Din nou, cei doi multiporti nu trebuie sa aiba obligatoriu acelasi numar de porti Ca si in cazul cuadripolului matricea у generala a doi "-porti conectati in paralel este egala cu suma matricilor у ale n-portilor individuali Similar, matricea z generala a doi "-porti conectati in serie este egala cu suma matricelor z ale n-portilor individuali Acestea, desigur, presupun de asemenea ca interconectarea nu altereaza parametrii n-portilor individuali 3 6 MATRiCEA DE ADMiTANta NEDEFiNiTa Descrierea unui circuit prin comportarea sa la porti este posibila numai daca conexiunile exterioare circuitului sint facute la terminale luate in perechi in general terminalele nu vor fi imperechiate pentru a forma porti in acest caz va fi util sa avem o descriere a comportarii externe a circuitului luat mai de graba ca un circuit multiterminal decit ca un circuit multiport in acest paragraf vom introduce o astfel de descriere Sa ne intoarcem la fig 3 6 Circuitul cu sase terminale aratat acolo este reprezentat ca un 5-port cu borna comuna, definind tensiunile a cinci dintre terminale in raport cu cel de-al saselea terminal luat ca nod de referinta Pentru un astfel de multiport cu borna comuna sa presupunem ca alegem ca nod de referinta un punct arbitrar exterior circuitului asa cum este aratat in fig 3 20 pentru un circuit "-terminal Vom presupune ca circuitul este conect, ceea ce presupune ca nici un terminal nu este izolat de restul circuitului Legea lui Kirchhoff privind curentii acestui "-terminal se scrie clar : s h (") = 0 184 3 FUNCtii DE CiRCUiT Deoarece circuitul este liniar, curentii pot fi exprimati ca o combinatie liniara a tensiunilor terminalelor, astfel ca : pi 'У11 У12 • • • У1л У 21 У 22      Угп -Ут Уп2 ••   упп (36) Fig 3 20 Definitia variabilelor terminalelor Dimensional, elementele matricei coeficient a acestei ecuatii sint admitante; mai precis, admitante in scurtcircuit in fig 3 20, b toate terminalele sint conectate la un nod de referinta, iar intre terminalul к si nodul de referinta este conectata o sursa de tensiune Acum poate fi determinat fiecare curent de terminal Parametrii matricei vor fi: Уік = ii Toate celelalte terminale la mas& (37) Acestia sint asemanatori parametrilor у pentru un diport Sa examinam relatiile de mai jos Matricea coeficient din relatia 3 36 este denumita matricea de admitanta nedefinita si este notata cu Y( in continuare vor fi date citeva din proprietatile acestei matrice in primul rind sa presupunem ca ecuatiile scalare, reprezentate de ecuatia matriceala (36), sint toate adunate Potrivit legii eurentilor a lui Kirchhoff suma eurentilor este zero, astfel: (3 n + i 21 + • • • + ^і)Л + (У12 + У 22 +   • • + Упг№ 2 + • • • + (Уіи + У2п + = 0 3 6 MATRiCEA DE ADMiTANtA NEDEFiNiTA 185 Expresiile din interiorul fiecarei paranteze sint sumele elementelor coloanelor matricei Yj Tensiunile terminalelor sint toate independente Sa presupunem ca toate terminalele, exceptind terminalul A', sint scurtcircuitate in acest caz, relatia de mai sus se reduce la : (Уік 4" Угк + • • • + 1 к = 0- (33) Eccaiece = = 0 rezulta ca suma elementelor fiecarei linii a matricei de admitanta nedefinita este nula Deci liniile nu sint toate independente si prin urmare Y4 este o matrice singulara Ceea ce este valabil pentru coloane este valabil si pentru rinduri Sa presupunem ca toate terminalele, exceptind terminalul a-, sint lasate in gol si ca terminalului Л i se aplica o sursa de tensiune Vk Presupunind, in continuare ca nici un terminal nu este izolat, tensiunile tuturor celorlalte terminale vor fi de asemenea egale cu Vk Evident, toti curentii vor fi nuli, cu exceptia lui ik Cu toate tensiunile egale, relatia (3 36) poate fi scrisa pentru curentul i, astfel : ij = (Vil + ? j2 + • • • + k = 0 Deoarece Vk = = 0, suma elementelor fiecarui rind a lui Y{ este egala cu zero Odata cunoscuta matricea de admitante nedefinita, pentru un circuit cu n + 1 terminale, este simplu sa-l transformi intr-un n-port cu borna comuna Fie al ,,n + l"-lea — terminalul care va fi comun n-portului: tensiunea sa va fi zero Astfel ultima coloana a luiY, in (3 36) poate fi omisa, deoarece elementele ei sint coeficientii acestei tensiuni care este zero De asemenea, curentul acestui terminal care este redundant, cum rezulta din legea curentilor lui Kirchhoff si, deci, si ultimul rind a lui Y; poate fi omis Deci, transformarea unui terminal al circuitului in borna comuna se obtine prin omiterea liniei si coloanei corespunzatoare acelui terminal din matricea admitantelor nedefinita Operatia inversa permite formarea matricei ¥ ; din matricea dmitantelor in scurtcircuit a unui n-port cu borna comuna ; adica dindu-se matricea admitantelor in scurtcircuit a unui n-port cu borna comuna, •e adauga matricei un alt rind, ale carui elemente sint sumele cu semn -chimbat ale tuturor elementelor coloanei corespunzatoare Apoi se adauga c alta coloana, ale carei elemente sint sumele, cu semn schimbat, ale tuturor dementelor liniei corespunzatoare Sa ilustram acest proces cu un diport cu borna comuna reprezentat n fig 3 21, a Tensiunile la porti, care in mod normal sint notate cu Fx - Г,, vor fi notate cu Fac si Vbc, pentru a sublinia cele doua terminale 186 3 FUNCtii DE CiRCUiT ale fiecarei porti in fig 3 21,6 nodul-tensiune de referinta este ales ca un punct diferit de terminalele cuadripolului Sa scriem mai intii ecuatiile pentru diport; apoi sa inlocuim pe V"c cu Pj — F3 si Vbc cu Г2 — F3: Д = Уці "с "Ь   yn(i i i з) "Ь 3 іг( i 2 i 3)? ^2 — Jhl^ac "Ь У22^Ьс = J 21(i 1 i з) + УззС ^2 ^з)- 3 21 Diportul cu borna la masa reprezentat ca un circuit tri-terminal Din legea lui Kirchhoff privind curentii rezulta ca Z3 din fig 3 21 b este egal cu — (Д + i2) Adaugind aceasta relatie celor doua relatii precedente se obtine: Д — У11 Ц + У12^ 2 (? n "Ь У12) 3? ^2 — Уіі^ 1 "Ь Уі2^ 2 ( ' 21 "Ь ѴгзИ 3? (39) Ц = — (Уп + У 2i) — (i 12 + У 22)^2 + (Уп + У а + У21+ Уаа)^з- Matricea coeficient a acestei ecuatii este Yf De notat ca aceasta matrice poate fi formata imediat din matricea originala Ysc, prin procedeul de adaugare a unei linii si coloane folosind proprietatea anularii sumei elementelor liniilor si coloanelor matricei Y; Procedeul discutat contine si o metoda ca, plecind de la matricea Yec a unui multiport cu un terminal ca borna comuna, sa se determine matricea Ys ) se determina Zodl) Din Zec(), se obtine Z; prin adaugarea unei linii si a unei coloane, folosind proprietatea anularii sumei elementelor liniilor si coloanelor acestei matrice 3 8 FORMULE TOPOLOGiCE PENTRU FUNCtiiLE DE CiRCUiT Sa recapitulam pe scurt ce s-a facut in acest capitol in primul paragraf am definit functiile de circuit ca relatii intre transformatele Laplace ale raspunsului si excitatiei circuitului Acestea pot fi functii de intrare sau functii de transfer; dar, in cazul circuitelor liniare si cu constante concentrate, ele vor fi toate functii rationale de variabila frecventa complexa s Expresiile pentru oricare din aceste functii pot fi gasite rezolvind ecuatiile la noduri sau pe contur, in toate cazurile functiile de circuit pot fi exprimate ca un raport intre determinantul matricii admitantelor la noduri si cofactorii ei sau a ma-tricii impedantelor pe contul' si cofactorii ei Paragrafele urmatoare ale acestui capitol au fost dedicate unor discutii asupra diferitelor moduri de descriere a comportarii externe a unui circuit Descrierile de pina acum conduceau la definirea unor functii de circuit in diferite conditii impuse terminalelor (impedante in gol, admitante in scurtcircuit, etc ) Oricare din aceste functii pot fi evaluate asa cum s-a aratat in primul paragraf Calculul lor se reduce la calculul unor determinanti si a cofactorilor sai Sa ne intoarcem acum la gasirea unor procedee simple de evaluare a acestor determinanti Metodele uzuale de evaluare a acestor determinanti (de exemplu, dezvoltarea dupa minori sau condensarea pivotala) necesita multiplicarea multor elemente si adunarea acestor produse, in acest proces multi termeni pot eventual sa dispara, dar asta numai dupa un calcul lung si laborios Ar fi de un real folos sa stim de la inceput care termeni vor dispare in final Metoda pe care o vom discuta corespunde acestui scop Determinantul matricei admitantelor la noduri Vom incepe considerind ecuatiile la noduri YB(")V"(s) = J(s) unde : Y" = AYA', (51) 3 8 FORMULE TOPOLOGiCE PENTRU FUNCtiiLE DE CiRCUiT 197 in care A este matricea de incidenta si Y este matricea admitantelor pe laturi in acest paragraf vom restrange discutia la cazul circuitelor pasive, reciproce, fara cuplaje mutuale, adica la cazul circuitelor RLC fara trans-foimatoare Ne intereseaza sa evaluam det (AYA') Pentru aceasta aplicam teorema Binet-Cauchy, care conduce la relatia : det AYA' = s produsele det majori corespunzatori lui (AY) si A' (52) toti det majori Am considerat produsul AY ca una din cele doua matrici la care se refera teorema Vom reaminti citeva din proprietatile lui A si Y Matricea admitanta Y a bratelor nnui circuit RLC fara transformatoare este o matrice diagonala, unde y, pentru j = 1, 2, ,& vor fi elementele diagonale Sa ne reamintim de asemenea ca submatricile nesingulare ale lui A corespund arborilor grafului circuitului, iar determinantii acestor matrici sint egali cu ±1 Matricea AY are aceeasi structura ca si A cu exceptia coloanei j • re va fi multiplicata cu ys Deci, si submatricile nesingulare ale produsului AY vor corespunde arborilor grafului circuitului, dar in acest caz, valoarea determinantilor majori nu vor mai fi ci va fi egala cu piodusul admitantelor laturilor arborelui corespunzator Asa cum s-a discutat in capitolul anterior, submatricea A' este pur si simplu transpusa • l matricei A Deci o matrice nesingulara a lui A' va avea acelasi deter-r inant (±1) ca si submatricea corespunzatoare a lui A in consecinta f vcare termen din insumarea (52) va fi produsul admitantelor tuturor ramurilor arborelui, pe care il vom numi produsul admitantelor arborelui si-l vom nota cu T(y) Deci: A|" = det AYA' = 5j T(y) toti a rborii = s produsele admitantelor arborelui ,53 arborii Acest rezultat foarte interesant a fost pentru prima data demonstrat de catre Maxwell Deci, pentru a calcula determinantul matricei admitantelor la noduri unui circuit vom determina mai intai toti arborii grafului circuitului, roi vom multiplica admitantele bratelor fiecarui arbore, iar in final vom aduna aceste produse pentru toti arborii (Pentru simplitate vom spune adesea "produsele arborilor" in loc de "produse ale admitantelor arborilor44) 198 3 FUNCTH DE CiRCUiT Pentru a ilustra acest rezultat sa consideram exemplul aratat in fig 3 26 Vom presupune ca circuitul va fi excitat de o sursa de curent la bornele rezistentei  ?6 Sint patru noduri in circuit, astfel ca fiecare arbore va avea trei ramuri Arborii circuitului vor fi: 124 134 145 234 245 346 456 125 135 156 235 246 356 126 136 236 Fig 3 26 Exemplu pentru evaluarea lui det AYA' De notat ca, in acest exemplu, determinarea tuturor arborilor nu constituie o dificultate Deoarece, pentru un circuit cu " -j- 1 noduri, fiecare arbore contine n ramuri, un procedeu de a determina toti arborii circuitului consta in a lista toate combinatiile de b laturi luate cite n Dintre acestea se vor elimina acele combinatii care contin cel putin un ochi si care nu pot forma un arbore intorcindu-ne la exemplu, odata arborii circuitului aflati, se determina produsele admitanteior arborilor De fapt acest lucru poate fi facut astfel ca termenii cu aceleasi puteri ale lui s sa fie scrisi impreuna Rezultatul va fi: det AYA' = tWtCA + G5 + t?g) + s C^G, + (ie) + + Ge) + 1 + G1g5g6 + A ((?5 + Gft) % (b  -|- G6) + (ВД + L3 J b;j A3 8 Ь3 + Gfi6 + ед Cofactori simetrici ai matricei admitanteior la noduri Sa ne intoarcem acum la cofactorii lui det AYA' ii vom imparti in doua grupe : cofactor simetrici, cum ar fi Д,7 si cofactori asimetrici, cum ar fi AiJfc Vom considera mai intii cofactorii simetrici Cofactorul 3 8 FORMULE TOPOLOGiCE PENTRU FUNCtiiLE DE CiRCUiT 199 A , se obtine din matricea admitantelor la noduri prin suprimarea liniei si coloanei j Acelasi rezultat se obtine daca in AYA', vom suprima linia j a primei matrici si coloana J a ultimei matrici a produsului Dar coloana j a matricii A' este linia j a lui A Sa notam cu A ,- matricea A cu rindul ; omis Astfel: Д" = det(A ,YAlj) (54) Ce semnificatie are A j pentru circuit"? Deoarece fiecare rind a lui A corespunde unui nod care nu este nod de referinta, omiterea unui rind corespunde scurtcircuitarii nodului respectiv la nodul de referinta Daca circuitul original era notat cu N, sa notam cu N f — circuitul care rezulta prin scurtcircuitarea nodului j la nodul de referinta Atunci A , este matricea de incidenta a circuitului in consecinta : A, = det (А ; YA' j) =   produsele admitantelor arborilor lui A , arborii lui N—i (5o) Aceasta expresie poate fi folosita la determinarea lui Дз7 dar este mult mai utila pentru a stabili legatura dintre Дя si circuitul original N Acum N j are cu un nod mai putin decit N, deci cu o ramura mai putin intr-un arbore Un arbore a lui N s nu poate fi un arbore alini N si nu poate contine un contur (o bucla) a lui N Astfel, deoarece un arbore a lui N } are o ramura mai putin decit un arbore al lui N, un arbore alini N j poate fi continut intr-un arbore al lui N Sa notam cu un arbore al lui si sa-l presupunem continut in T — care este un arbore a lui N Evident, este un semigraf a lui T (Aceasta nu contrazice faptul ca este o parte a subgiafului luiA ,) Deoarece in T j, ca un subgraf al lui T s, nodul j si nodul de referinta d sint scurtcircuitate, nu exista nici o cale intre ele Deci nodurile j si d sint fiecare intr-o parte diferita a lui T s ca subgraf a lui T O astfel de structura se numeste biarbore Explicit, intr-un circuit cu (n + 1) noduri, 4П ЫатЪоге este un set de n — 1 laturi care nu formeaza ochiuri si care tt para un arbore dl circuitului in doua parti conecte Pr odusul admitantelor bratelor ce constituie un biarbore se numeste produs admitanta  i biarborelui si se noteaza cu zT(y) Se utilizeaza indici pentru a indica nodul care este necesar sa fie intr-o parte diferita a grafului Astfel :Т;Л(у) semnifica un produs admitanta a biarborelui in care nodurile si d sint parti diferite ale grafului Pentru exemplul din fig 3 26, circuitul este format prin scurtcircuitarea nodurilor 1 si 4, asa cum este aratat in fig 3 27 Seturile de laturi notate cu 13, 34, 45 si 24 sint patru din arborii acestui circuit Pentru circuitul original N, aceste seturi de laturi au configuratiile aratate in fig 3 28 Fiecare din acestea sint un biarbore cu nodurile 1 si 4 in parti diferite in unele din ele nodurile 1 si 4 sint noduri izolate, in altele nu sint 200 3 FUNCtii DE CiRCUiT in afara de acestea, sint si alti biarbori (12, 15, 23 si 35) in care nodurile 1 si 4 sint in diferite parti Toate acestea contribuie la calculul lui Дп Fig 3 27 Circuitul V ; corespunzator lui Л' din fig 3 26 Odata cu introducerea conceptului de cofactorul Дя (55) poate fi rescrisa astfel: biarbore, expresia pentru Дя = Т31й(? ) = 5j produsele admitantelor biarborilor (j, d) (56) tofcl K toti biarborii biarborii unde d este nodul de referinta Fig 3 28 Citiva din bi-arborii ( , ) ai circuitului Л' din fig 3 26 Avind formulele pentru Д si cofactorii simetrici putem evalua functiile de intrare ale circuitului Fie circuitul У din fig 3 29, considerat pasiv si fara transformatoare si presupus excitat de o sursa de curent Fig 3 29 Calculul functiei de intrare 3 8 FORMULE TOPOLOGiCE PENTRU FUNCtiiLE DE CiRCUiT 201 Sa alegem ca nod de referinta pentru tensiunile de noduri, terminalul cel mai de jos al sursei (notat cu 0) Expresia impedantei de va fi: intrare (57) si (56) (58) Substituind pentru A si Au expresiile corespunzatoare (53) se obtine : S2i  o(l ) S produsele biarborilor (1, 0) S T(y) S produsele arborilor Acesta este intr-adevar un rezultat foarte util, deoarece permite evalua-іеа functiilor de intrare a unui circuit simplu si chiar a unor circuite de o complexitate structurala moderata prin simpla lor inspectie, fara o analiza extinsa Mai mult chiar, rezultatul cuprins in relatia (58) poate fi aplicat pentru circuite mult mai complexe folosind un calculator digital —cautind mai iutii toti arborii si biarboiii circuitului iar apoi formind produsele necesare Sa aplicam formula (58) filtrului trece sus din figura 3 30, pentru care -e doreste sa se determine functia de intrare Sint patru noduri, deci, trei ramuri intr-un arbore si doua laturi mti-un biarbore Arborii si biarboiii (1, 0) vor fi: Arbori Biarbori (1,0) 123 125 145 456 23 25 45 126 146 26 46 134 156 34 56 135 245 35 234 246 345 (Latura 1 conecteaza doua noduri de intrare astfel ca poate fi eliminata pi n definitie dintr-un biarbore) Se formeaza acum produsele admitanta 202 3 FUNCtii DE CiRCUiT Aceste produse pot fi scrise desigur in orice forma dar putem grupa produsele fiecarui arbore sau biarbore dupa puterile lui s Rezultatul va fi: Z(8) = G*c°si + sC^ + 6б) + + Gs) + + G*G* + G*G* i ( С2С ^ + s2[C1C2(6'5 + G6) + C C^G, + (?6) 4-C2C3C?4] j 1 + *[(74"?6 + G6)(C  + C2) + G5(CA + C3G4)] + GtG5G6 J (59) Din dezvoltarea precedenta si asa cum a fost ilustrata si de exemplu, formulele topologice pe care le-am descris pot fi numite formule de efort minim, caci nu a existat nici o eliminare a vreunui termen — fiecare termen evaluat a aparut in rezultatul final Cofactor! nesimetrici ai matricei admitantelor ia noduri Matricea admitantelor la noduri fiind cunoscuta ne raniine sa discutam cofactorii nesimetrici de forma Acum A;j; = (— 1)*+J At(), unde este minorul corespunzator Pentru a forma pe JJif, vom sterge din matricea admitantelor la noduri linia i si coloana j Deci este nevoie sa examinam det (A jYA' j) Folosind teorema lui Binet-Cauchy rezulta : ( - 1) ) 2)4 3 FUNCtii DE CiRCUiT Functia de transfer va fi Fg3 = sC3Gt + G4G6 fx c2c^ + s[c2((?3 + e6) + c3(g4 + t?s)] + ад + ад 4-ад Poate fi observat aici un element foarte interesant Exista un termen comun in cei doi biarbori in (63) care dispar dupa substitutia in relatia (62) Astfel aceasta formula nu este o formula de tipul "efortului minim'‘ O alta observatie interesanta poate fi facuta comparind produsele biarbore in (63) cu 2ТІі0(? ), care este numitorul lui (61); 2Th0(y) contine integral pe 2Ti2 o( * ) si pe 2i'i3 o( ' )- Aceste observatii motiveaza discutia care urmeaza : Sa consideram un biarbore (j, d) si un nod i Acest nod trebuie sa fie intr-o parte a grafului care il contine fie pe j fie pe d Astfel suma lui 2Tij,d(y) si 2Tj,di(y) trebuie sa contina toti termenii continuti in2Tj,d(y) adica: E 2ЗД) = E 22,u d( ' ) 4-   2T}Mi(y) (65) Aceasta relatie poate fi folosita pentru a scrie urmatoarele identitati:   Ы) - E 2т12 03(  ) 4-   2Tm o(y), (66")   3т13М = E 2т13,оа(у) 4- E 2i’i33 o(y) (666) De notat ca ele au termeni comuni Cind relatiile sint inserate in (63) rezultatul devine: i 23 E Fi ’ Ё2Л 0(?) in contrast cu (63) aceasta este o formula de "minim efort11, deoarece nodurile 2 si 3 sint in parti separate ale grafului in ambele produse biarbore la numarator Acest rezultat pune in evidenta si faptul ca admitanta de sarcina nu poate apare la numarator Ca o ilustrare finala sa folosim aceasta formula pentru a calcula raportul de transfer al tensiunilor F23 F14 pentru circuitul din fig 3 26 in acest exemplu nodul 4 joaca rolul nodului 0 din exemplul precedent Biarborele (1, 4) a fost prezentat in fig 3 28 Se poate scrie ca : E "F13>34(i ) = (?ів5, E 2i’13 2l(' ) = Deoarece matricea impedantelor laturilor Z este o matrice diagonala, produsul impedantelor din expresia de mai sus este pur si simplu valoarea determinantului lui Z Astfel acesta poate fi rescris ca : ДІ, = (det Z)A|, (70) Fig 3 32 ilustrarea importantei conditiilor de terminatie Aceasta este un rezultat foarte important, care spune ca determinantii de contur si la noduri, desi provin din matrici diferite (care, in general au ordine diferite) sint legati intr-un nod foarte simplu in particular daca se considera ca fiecare R, L si C sint intr-o latura a circuitului, cei doi determinanti pot sa difere cu cel mult printr-un factor de multiplicare ksp Aceasta inseamna ca determinantii de contur si la noduri au intotdeauna aceleasi zerouri exceptind unele zerouri posibile la s = 0; adica se poate spune ca frecventele naturale nenule ale unui circuit sint independente de metoda de analiza (pe contur sau la noduri) aleasa in aceasta formulare, legatura dintre cei doi determinanti se aplica si circuitelor care contin inductante mutuale si transformatoare Trebuie subliniat ca aceasta relatie intre determinanti se aplica numai daca determinantii se refera la acelasi circuit Din acest punct de vedere sint posibile mari erori De exemplu, sa consideram situatia din fig 3 32, a Sa presupunem ca o sursa de tensiune se aplica terminalelor a si b Plecind de la matricea impedantelor de contur si considerind sursa de tensiune ca un scurtcircuit, rezulta circuitul din fig 3 32, b pentru calculul lui Д|, Aceasta are un nod mai putin si, in consecinta, o ramura mai putin intr-un arbore, decit circuitul original Ar fi o greseala sa ne imaginam ca ДІ, pentru circuitul din fig 3 32, a este legat printr-o relatie de tipul (70) de ДІг pentru circuitul din fig 3 32, b Daca primul circuit este notat cu A, atunci cel de-al doilea este obtinut prin scurt- 3 3 FORMULE TOPOLOGiCE PENTRU FUNCtiiLE DE CiRCUiT 207 ircuitarea nodului a cu b Aceasta este ceea ce am numit un circuit >a ne intoarcem la cofactorii lui Д|" si sa consideram mai intii cofactorii ^metrici de forma Дя = det B 3 ZB' j, unde B ; este matricea obtinuta   ' in matricea В omitind rindul j Omiterea rindului j din matricea В semnifica distrugerea conturului j in circuit Pentru a distruge un contur, vom lasa pur si simplu in gol, avind grija sa nu lasam in gol in acelasi 'imp si alte contururi Acest lucru este posibil daca conturul j contine latura care nu mai este continuta de nici un alt contur Circuitul rezultat, ind conturul este lasat in gol va avea un contur mai putin decit circuitul Fig 3 33 Functia de intrare original Determinantul Дл- este pur si simplu determinantul matricii impedantelor de contur a acestui nou circuit Astfel relatia (3 68) se aplica entru evaluarea sa numai ca este vorba de un circuit nou cu un contur mai putin ideile dezvoltate anterior vor deveni mult mai clare daca le vom •iliza pentru a gasi impedanta de intrare a circuitului din fig 3 33 Sa notam cu N circuitul cind terminalele sint lasate in gol, cu alte ivinte cind conturul 1 este deschis Atunci, aplicind o sursa de tensiune ireuitul rezultat va fi Alj deoarece sursa se comporta ca un scurtcircuit Aceasta inseamna ca Д|" va fi evaluat cu ajutorul relatiei (3 68) Teatru circuitul А х Reamintind ca produsele admitanteior arborilor • entru circuitul N r sint produsele admitanteior biarborilor circuitului A, : ezulta ca produsele impedantelor coarborilor pentru N-r sint produsele pedantelor eo-bi-arborilor pentru N Admitanta de intrare la terminalele circuitului N este data de rela-tia (8) ca fiind l’(J) = Ди Д|г, unde Дц este determinantul circuitului N are rezulta cind conturul 1 al circuitului А г este deschis (lasat in gol) Astfel, deoarece Z(s) = 1 Y(3) vom gasi ca: z( ) = A Дц z produsele impedantelor co-bi-arborilor (1,0) S produsele impedantelor coarborilor SW)] (71) Notatia pare dificila, dar ideea este simpla Astfel C este un sim-; ol — pentru anumite operatii, care se poate citi: gaseste un biarbore 208 3 FUNCtii DE CiRCUiT in care nodurile 1 si 0 sint in parti diferite; ia laturile care nu sint in biarbore si multiplica intre ele impedantele lor Numaratorul lui (71) este suma unor astfel de produse pentru toti biarborii (1, 0) De notat ca acest rezultat putea fi anticipat din expresia impedantei data de relatia (58) dedusa din matricea admitantelor la noduri Sa presupunem ca numaratorul si numitorul acestei expresii sint multiplicati prin det Z Asa cum s-a discutat mai sus, fiecare termen, care este compus din produse ale admitantelor anumitor laturi, este convertit intr-un produs al impedantelor complementarelor acestor latui i De aici rezulta relatia (71) in final sa ne intoarcem la cofactorii nesimetrici ai matricii impedantelor de contur in consecinta ne vom intoarce la fig 3 31 cu schimbarea, ca va fi aplicata o sursa de tensiune in locul unei surse de curent Vom presupune ca sursa si sarcina ZL se gasesc respectiv numai in contururile 1 si 2 Toate functiile de transfer Vi3iV , Vi3 iu ii Ѵу si i2 ir contin pe Д12 la numarator intuitiv ne asteptam ca formula topologica a lui Д12г sa fie duala celei obtinute pentru cofactorii corespunzatori ai matricei admitantelor la noduri Rezultatul este: Ди = Ecpr^)] - Sc[*tb m(")], (72) in care complementii sint calculati fara sarcina ZL1} Sa consideram ca exemplu, functia de transfer a tensiunilor pentru circuitul din fig 3 31 in termenii ecuatiilor de contur, aceasta functie este data de relatia: Ѵгз Vi Z  ZlVi (73) O expresie pentru acest raport de tensiuni a fost data anterior in relatia (67) Sa presupunem ca numaratorul si numitorul acelei expresii este multiplicat prin det Z pentru circuitul cu conturul 1 deschis (De ce este folosit det Z al acestui circuit particular ?) Acum ZL este un factor al lui det Z Deoarece YL nu aparea la numarator, ZL nu va dispare in nici un termen al numaratorului Deci va putea fi scos in factor comun Rezultatul va fi: 7 23 ^t Z S Vi det z 2Ti,o(? ) {СП2 МІ- С[аЛ3 о2(*)]} Ё Comentati justetea acestui simbol din punctul de vedere al rezultatelor obtinute la punctele a) si h) Q Fig 3 P 9 P10 Un circuit nereciproc oarecare poate fi reprezentat ca in fig 3 P 10, a Sa se gaseasca valoarea rezistentei care conectata ca in fig 3 P 10, b, va impiedica transmisiunea inversa (de la dreapta spre stinga) R=2 Rf Fig 3 P 10 PROBLEME 217 Pil in fig 3 P 11, este reprezentat un cuadripol terminat pe impedanta de sarcina Zt Sa se arate ca: Z,1(S)=^= 7j(s) z22 + ZL у лл — Vj(s) y22+YL Fig 3 P 11 P12 Verificati ca pentru un diport det Ys(! = 1 det Zoc P13 Sa se arate ca diportii din fig 3 15, c si d au aceiasi parametri impedanta in gol P14 Doi diporti Na si Nb sint conectati in cascada ca in fig 3 P 14 Folosind o analiza -;cta sa se determine admitanta de transfer in scurtcircuit y21(s) a intregului cuadripol : cnctie de parametrii de scurtcircuit ai cuadripolilor Na si Nb Fig 3 P 14 Plo Sa se repete problema 14 pentru cazul unui convertor de negativare a tensiuni, -calat intre cuadripoli) Лтя si i 'b ca in fig 3 P 15 Fig 3 P 15 218 FUNCtii DE CiRCUiT P16 i-'ig, 3 P 16 prezinta interconectarea a doi diporti dintre care unul este un convertor de negativare al curentului Sa se obtina expresia raportului de transfer al tensiunilor V2(s)   Ѵ s), in functie de parametrii у ai cuadripolilor Ara si Д7Ь precum si de raportul de conversie к al convertorului de negativare Comparati rezultatul cu situatia cind convertorul nu este prezent Fig 3 P 16 P17 Un transformator ideal este conectat in cascada cu un diport in doua moduri posibile aratate in fig 3 P 17 Sa se scrie parametrii impedantelor in gol a intregului ansamblu in functie de n si de parametrii z ai diportului Г18 Sa se arate ca matricea Ysc a zistor ca o sursa dependenta de curent diportului din fig 3 P 18, a (considerinrt fiecare franca in fig 3 P 18, b) va fi : sc 9 - (S - G) G unde G = RiiRelRet si g = G + llRei presupunind ca RgJfaR oo (Nj semnifica intreaga structura cu ecuatie din fig 3 P 25) 222 3 FUNCtii DE CiRCUiT Ь C Fig 3 P 26 P27 Fie ca un zero de transmisiune a unui diport sa fie definit ca un zero al admitantei de transfer in scurtcircuit y21(s) Sa se arate ca fie curentul sau tensiunea de iesire a unui diport terminat ca in fig 3 P 27 va fi zero, indiferent daca diportul va fi excitat de un generator de tensiune sau curent si chiar daca i n sau p22 au un zero ia aceasta frecventa, care ar conduce ia o simplificare in relatia (25), sau ca г21 sau Л21 sau p21 ori toate trei sa fie nenule Comentati termenul zero al transmisiunii Fig 3 P 27 P28 a) Pentru cuadripoli! conectati in serie-paralel si paralel-serie din fig 3 P 28 sa se arate ca parametrii Л si g ai ansamblului sint obtinuti prin adunarea parametrilor Л si respectiv g ai cuadripolilor componenti b) Formulati si demonstrati conditiile in care conectarea serie-paralel si paralel-serie poate fi facuta fara violarea conditiei ca acelasi curent care intra iesc dintr-un terminal al unei porti sa iasa intre in celalalt terminal al portii o ' • b Fig 3 P 28 PROBLEME 223 P28 Sa se gaseasca matricea lant pentru diportul din fig 3 P 29 Transformatorii sint perfecti P30 Tratati circuitul in T podit din fig 3 P 30 mai intii ca o conexiune paralel a doi cuadripoli, apoi ca o conexiune serie a doi cuadripoli, pentru a determina parametrii sai y (Raspunsurile trebuie sa fie aceleasi) P31 Sa se determine parametrii у ai diportilor din fig 3 P 31 descompunindu-i in mod convenabil in diporti conectati in paralel Fig 3 P 31 224 3 FUNCtii DE CiRCUiT P32 Matricea admitantelor in scurtcircuit a circuitului in к din fig 3 P 32 cu terminalul 3 ca borna comuna este: ' fC3 — s + 2 - 2 — 2 4s + 2 Sa se determine matricele admitantelor in scurtcircuit cind fiecare alt terminal este facut borna comuna ГЗЗ in fig 3 P 33, a este reprezentat un tripol cu terminalul 4 ca borna comuna Se da matricea admitantelor in scurtcircuit a acestei configuratii Se reconecleaza acest circuit ca in fig 3 P 33, b astfel ca poarta de intrare este terminalele 3 si 2 iar de iesire intre terminalele 1 si g Sa se gaseasca pentru acest circuit matricea admitantelor in scurtcircuit P34 in fig 3 P 34,a este aratat un cuadripol conectat ca un triport cu borna comuna pentru care se dau ecuatiile in scurtcircuit PROBLEME 225 Se conecteaza o capacitate unitara intre terminalele 1 si 2 ca in fig 3 P 34, b Sa se determine matricea admitanteior in scurt circuit a circuitului considerat ca un di-r >rt ca in fig 3 P 34, b Fig 3 P 34 P35 Circuitul n-terminal din fig 3 P 35 este liniar, cu constante concentrate si inva-in timp El este reprezentat de ecuatia i = YjV, unde Yj este matricea admitanteior ie:inita, iar curentii si tensiunile sint reprezentate in figura Se propune sa fie retinute : -  ele fc borne ca terminale, restul conectindu-se la masa prin intermediul unor impedante 2 ;n fig 3 P 35 b Fie Z matricea diagonala a caror elemente diagonale sint impedantele Zj -1 se gaseasca expresia care leaga noii curenti de terminale de tensiuni in functie de Z, Yj si s liricele corespunzatoare lor - c 854 Fig 3 P 35 226 3 FUNCtii DE CiRCUiT 1’36 Schema din fig 3 P 36 este a unui circuit liniar RLC fara transformatoare Sa se determine expresia tensiunii V(s) folosind relatiile topologice intre determinantul matricii admitantelor la noduri si cofactorii sai, luind nodul 5 ca nod de referinta 1’37 Circuitul din fig 3 P 37 este un circuit RLC fara transformatoare Sa se gaseasca expresia tensiunii in functie de determinantul matricii admitantelor la noduri si cofactorii sai, specificind cu grija structura precisa a circuitului pentru care corespunde aceasta matrice Scrieti rezultatul in termenii formulelor topologice simplificind pe cit posibil 1’38 Discutati modificarea matricei impedanta nedefinita Zj cind : a) doua terminale sint conectate impreuna; b) un terminal este suprimat Comparati rezultatele cu Yj P39 Dindu-se pentru un circuit n-terminal cu n = 3 si n = 4, matricea impedanta nedefinita, sa se gaseasca matricea impedantelor in gol a multiportului cu borna comuna ce rezulta cind terminalul n este facut borna comuna P40 Sa se calculeze admitanta de intrare a fiecarui circuit din fig 3 P 40 folosind formulele topologice Se va face calculul odata folosind matricea admitantelor la noduri, iar a doua oara matricea impedantelor pe contur PROBLEME 227 P41 Pentru circuitul din fig 3 P 41 sa se calculeze admitanta de intrare la poarta din inga folosind formulele topologice Se va face calculul odata folosind matricea admitantelor la noduri, iar a doua oara sind matricea impedantelor pe contur % G Ь Fig 3 P 41 P42 Pentru circuitul din fig 3 P 41 sa se determine raportul de transfer al tensiunilor folosind formule topologice P43 in cazul unul diport cu borna comuna stabilirea unor formule topologice pentru r -iul lui Yse si Zoc ar fi o deosebita utilitate Determinati aceste formule simplificate P44 Pentru circuitul din fig 3 P 44 sa se determine matricea impedantelor in gol ZM zlnd formule topologice 3 3 Ь 5 G Ь C d e Fig 3 P 44 228 3 FUNCtii DE CiRCUiT P45 a) Demonstrati ca impedanta unui circuit RLC fara inductante mutuale va avea un pol la s = 0 claca si numai claca exista o sectiune contininct numai capacitati care separa cele doua terminale (ale dipolului) li) Demonstrati ca o impedanta va avea un pol la infinit daca si numai daca va exista o sectiune continind numai inductante care sa separe terminalele dipolului ca si la punctul a) P4G a) Demonstrati ca admitanta unui circuit RLC fara inductante mutuale va avea un pol la s = 0 daca si numai daca exista o cale inductiva intre terminale b) Demonstrati ca admitanta va avea un pol la infinit daca si numai daca exista o cale cap a ci ti va intre terminale 1’47 Fie: g0 + OiS + • • • + D(s) a0 + frjS + + bmsm c0 4- CjS + + crsr D(s) parametrii in gol a unui circuit RLC fara inductante mutuale, a) Utilizind formule topologice sa se arate ca: "ft > si 1>к> 1- Aceasta semnifica ca o putere a lui s care este prezenta la numaratorul lui z21 trebuie sa fie prezenta si in numaratorii z13 si z22 Mai mult, coeficientii lui zn si z22 vor fi pozitivi si mai mari in modul decit coeficientii corespunzatori din z21, care pot fi si negativi b) Ce concluzii se desprind daca diportul are borna comuna? c) Presupuneti ca cele trei functii date se refera la yn, y22 si — i 21 Care va fi rezultatul corespunzator ? Aceste conditii asupra coeficientilor se numesc conditiile Fialkow P48 a) Sa se gaseasca parametrii admitanta in scurtcircuit pentru circuitul din fig 3 P 48 aplicind direct definitia acestor parametri Aparent conditia lui Fialkow nu este satisfacuta b) Sa se gaseasca din nou parametrii, utilizind formulele topologice si sa se compare cele doua raspunsuri Stabiliti conditia care trebuie sa fie asigurata ineit conditia lui Fialkow sa fie valabila o- Fig 3 P 48 PROBLEME 229 P49 Fie matricea li a unui tranzistor in conexiunea emitor comun : h = Лц Л12 h21 h22 Sa se determine matricele h pentru tranzistorul in conexiunea baza comuna si colector 7rin intermediul matricei admitantelor nedefinite P50 Schema din fig 3 P 50 este a unui circuit pasiv reciproc, in care rezistenta ilk este sxciicitata impedanta de intrare a circuitului este Z(s) Sa presupunem ca latura care contine : e Rk este intrerupta (lasata in gol), iar terminalele ce iau astfel nastere vor constitui poarta ie intrare a diportului ce va avea cea de-a doua poarta tocmai poarta circuitului original Fie gt,k( s) functia amplificare de tensiune in sensul invers de transmisiune a acestui diport Aratati ca daca circuitul contine n rezistente: ReZ(" =2 P51 Se considera diportul N reciproc si simetric atit electric cit si structural Parametrii sai z si у sint notati respectiv cu : zn = z22, zJ2 si yn = y22 si y12 Daca bisectionam diportul la linia sa de simetrie structurala vor fi create un numar de t jua sau mai multe terminale la jonctiunea dintre cele doua jumatati Presupunem ca niciuna iintre legaturile care leaga aceste terminale nu se incruciseaza Vom considera doua cazuri, pratate in fig 3 P 51, in care aceste terminale sint lasate in gol si respectiv in scurtcircuit impedanta de intrare si admitanta de intrare sint notate cu si respectiv y1)A pentru cele doua cazuri, unde indicele h semnifica sectionarea in doua a circuitului Aratati ca : 1 Zllft = Z11 + Z12 sl ' Z11 Z12 Vllh sau   Ун + U12 si УіЛ — Ун Um- zllll indicatie: Aplicati tensiunile Vx = V2 = V la terminalele circuitului original pentru a arata ca nici un curent nu va traversa axa de simetrie structurala Apoi, aplicati tensiunile = = — V2 = V si aratati ca tensiunile ce iau nastere la fiecare punct de pe axa de simetrie structurala vor fi egale) Rezultatul este cunoscut sub denumirea de teorema bisectiei a lui Bartlett Fig 3 P 51 230 3 FUNCtii DE CiRCUiT P52 Variabilele curenti si tensiuni din ecuatiile la noduri, pe contur sau la perechi de noduri sint transformatele Laplaee ale unor curenti si tensiuni Solutia, de exemplu, pentru tensiunea unui nod este data de relatia (4): VS(s) = S Ji (s) Au-(s) Д(") Sa presupunem acum ca sursele de excitatie sini toate exponentiale astfel incit sursa i de curent echivalenta este ii este un numar complex, numit fazor Sa presupunem ca s* — jo>0 nu este o frecventa naturala a circuitului si sa presupunem ca circuitul este initial relaxat Raspunsul in regim fortat corespunzator excitatiei exponentiale va fi tot de tip exponential, iar componenta in regim fortat a tensiunii ia nodul k va fi i’ftWfortat — , unde Uj este de asemenea un fazor Gasiti expresia lui Comparati-o cu expresia lui de mai sus in care caz excitatia a fost arbitrara Г53 Un diport arc urmatoarele relatii hibride V — Z: Z1"| Г —75 zj [ 1 1 -io-’JlvJ Sa se proiecteze circuitul care plasat in serie sau in paralel la portile circuitului dn fig 3 P 53 il transforma pe acesta intr-un convertor ideal de negativare Fip 3 P 53 P54 Repetati problema 3 P 53 pentru cazul unui diport avind urmatoarele relatii V— J ІЛ J -100 1 ir j 1 1 Г100 L i Ecuatii de stare in capitolul 2 am dezvoltat reprezentarile retelelor electrice prin urenti de contur, tensiuni la noduri si variabile mixte in cazul general, : ecare ecuatie scalara pe contur sau la nod este o ecuatie integrodife-entiala de ordinul doi Pe de alta parte, fiecare ecuatie scalara cu variabi-A mixte este de ordinul intii in afara de cazul in care se manifesta o rija deosebita pentru selectionarea arborilor, unele ecuatii cu variabile mixte pot contine integrale si derivate ale acestor variabile Exista unele avantaje certe, daca descrierea retelei se face astfel incit 'a rezulte ecuatii diferentiale de ordinul intii, fara integrale intr-o exprimare matriceala, rezultatul este o ecuatie diferentiala vectoriala de ordinul iutii, care caracterizeaza comportarea dinamica a retelei Citeva din motivele   entru cautarea unei astfel de reprezentari a retelei sint urmatoarele : 1 Exista numeroase cunostinte matematice referitoare la rezolvarea unor asemenea ecuatii si asupra proprietatilor solutiilor lor, care pot fi aplicate direct in acest caz 2 Reprezentarea este extinsa usor si natural la retele variabile in Timp si neliniare si este, de fapt, metoda folosita aproape cel mai frecvent pentru caracterizarea unor asemenea retele 3 Ecuatiile diferentiale de ordinul intii se programeaza usor pentru :ezolvarea pe calculator in acest capitol vom formula si rezolva ecuatiile diferentiale vectoriale de ordinul intii care sint cunoscute ca ecuatii de stare Ne vom limita aici la retele liniare, invariabile in timp, care pot fi pasive sau active, reciproce sau nereciproce in capitolele precedente am luat in considerare numai ecuatiile cu transformate Laplace in acest capitol vom reveni asupra ecuatiilor de baza cu variabile exprimate ca functii de timp Aceasta poate necesita o reorientare in modul dumneavoastra de gindire; de exem- 232 4 ECUAtii DE STARE piu, daca in prezentul text vom vedea ca o ecuatie este algebrica, aceasta inseamna ca in ecuatii nu apar derivate ale variabilelor in termenii ecuatiilor cu transformate Laplace, aceasta ar insemna ca coeficientii sint independenti de variabila de frecventa complexa 4 1 ORDiNUL DE COMPLEXiTATE AL UNEi REtELE (CiRCUiTE) in legatura cu descrierea retelelor (prin ecuatii de stare) pe care o vom dezvolta in acest capitol, se vor prezenta unele notiuni introductive Numarul de ecuatii independente scrise folosind legea de curent a lui Kirchhoff (LKC) si legea de tensiune a lui Kirchhoff (LKV) intr-o retea, n si respectiv b — n, este determinat numai de graful retelei, nu si de tipul laturilor Acelasi lucru este adevarat pentru numarul variabilelor independente — tensiuni la noduri (те) si curenti pe bucle (ochiuri) ( " —те) Aceste numere nu sint influentate de tipul elementelor din laturi (rezis-toare, condensatoare sau bobine) Daca o retea este pur rezistiva atunci ecuatiile pe bucle sau la noduri sint algebrice (fara nici o variatie in timp); le vom numi ecuatii statice Daca exista capacitati si induc -tante, ecuatiile vor fi dinamice O problema importanta este de a determina cite variabile dinamice independente exista; sau altfel spus cite variabile exista astfel ca, atunci cind aceste variabile sint determinate (ca o functie de timp), variabilele care ramin sa poata fi determinate pur algebric Se stie ca fiecare capacitate si fiecare inductanta introduce o variabila dinamica, deoarece relatia v — i corespunzatoare fiecareia contine o derivata Se stie de asemenea ca tensiunile si curentii initiali dintr-o retea devin cunoscute, daca sint specificate tensiunile initiale la bornele capacitatilor si curentii initiali prin inductante Numarul maxim de conditii initiale care pot fi specificate independent este egal cu numarul de ramuri independente care inmagazineaza energie (capacitati plus inductante) Aceasta justifica introducerea notiunii ordin de complexitate definita astfel: Ordinul de complexitate al unei retele este egal cu numarul de conditii initiale independente care pot fi specificate pentru o retea Acesta este de asemenea numarul de constante arbitrare care apar in solutia generala a ecuatiilor retelei El este egal cu numarul de frecvente naturale, luind in calcul pentru fiecare ordinul sau de multiplicitate; de exemplu, sa presupunem raspunsul liber al unei retele de forma 4 1 ORDiNUL DE COMPLEXiTATE AL UNEi REtELE 233 Frecventa naturala s2 este de ordinul de multiplicitate doi; rezulta a numarul total de frecvente naturale este cinci Acesta este de asemenea ordinul de complexitate Este clar ca ordinul de complexitate nu poate depasi numarul de elemente care pot inmagazina energie Presupunem totusi ca exista o relatie restrictiva intre tensiunile pe capacitati sau curentii prin bobine Aceste constringeri pot fi determinate de contururi care contin numai • apacitati, sau numai capacitati si surse de tensiune independente, si sectiuni care contin numai inductante sau numai inductante si surse de curent independente 2) Fig 4 1 Retea cu un contur de capacitati si o sectiune de inductante in primul caz, aplicind LKV pe contur se obtine o relatie liniara ,:zre tensiunile pe capacitati, si in al doilea caz, ecuatia LKO pentru sec - mi ne va da o relatie liniara intre curentii inductantelor in fig 4 1 •exista cinci elemente care pot inmagazina energie Dar in aceasta retea exista o bucla de capacitati care contine doua capacitati si o sursa de ’ensiune Exista de asemenea o sectiune de inductante care contine doua -x luctante Rezulta ca pentru tensiunile pe capacitati si pentru curentii : in inductante vom avea urmatoarele relatii restrictive : (2") H + h — o (2^) ?u o orientare adecvata a variabilelor) Aceasta inseamna ca valorile initiale ale lui v2 si v6, si de asemenea valorile initiale ale lui ia si i9, nu pot fi prescrise independent Fiecare relatie restrictiva reduce numarul conditiilor initiale independente cu o unitate intr-o retea care are numai componente cu doua Terminale, ecuatiile corespunzatoare nu pot introduce relatii algebrice suplimentare intre tensiunile pe capacitati si curentii prin inductante Rezulta ca : 1 Pentru a evita repetitia, vom folosi termenul "contur de capacitati" care inseamna in contur numai din capacitati sau numai capacitati si surse de tensiune independente in acelasi mod vom folosi termenul "sectiune de inductante", ceea ce reprezinta o sectiune care c mtine numai inductante sau inductante si surse de curent independente 234 4 ECUAtii DE STARE Ordinul de complexitate al unei retele RLC este egal cu numarul total de elemente reactive, din care se scade numarul de bucle de capacitati independente si numarul de sectiuni de inductante independente in reteaua din fig 4 1 ordinul de complexitate este 5 — 1 — 1 = 3 Este interesant de stiut care este influenta buclelor care contin numai inductante sau a sectiunilor numai cu capacitati Consideram, de exemplu, reteaua din fig 4 2, care contine o bucla de inductante; KVL pe acest contur conduce la L3—jr  +  5-7- + = (^зЧ + + Агв) — 0- (3) dt dt dt dt integrala acestei expresii de la 0 la t conduce la ^згз(О + + AMO — ^з(О) + ^з(^) "И Д’в(0) = К, (4) unde t = 0 inseamna de fapt 0-f- S-ar parea ca aceasta reprezinta de asemenea o restrictie asupra eurentilor prin inductante Dar constanta К nu este specificata De fapt, determinarea ei necesita o relatie independenta Aceasta este demonstrata de principiul conservarii liniilor de flux, care afirma ca 2АЪРе orice contur inchis este continua (Acest principiu nu poate fi derivat din legile lui Kirchhoff) Conditia de continuitate impune ca valoarea liniilor de flux putin inainte de t = 0 (adica la 0 —) sa fie egal cu valoarea pe care o are imediat dupa t = 0 astfel: К = Z3i3(0—) + і5і5(0-)]+ ДМ0-) (5) Valorile la 0— ale tuturor celor trei curenti prin inductante pot fi specificate indepenent, fara a calca legile lui Kirchhoff; aceste specificatii vor fixa valoarea la 0+ a liniilor de flux Tragem concluzia ca o bucla de inductante nu reduce numarul de conditii initiale care pot fi specificate independent si astfel nu influenteaza ordinul de complexitate O concluzie similara rezulta pentru o sectiune de capacitati, si anume ca aceasta nu va avea nici o influenta asupra ordinului de complexitate 4 1 ORDiNUL DE COMPLEXiTATE AL UNEi REtELE 235 Se poate obtine o ecuatie similara cu (5) pentru o sectiune de capacitati cu deosebirea ca termenii vor fi de forma Cp); = qs (sarcina) in acest caz, in locul principiului conservarii fluxului se foloseste principiul conservarii -arcinii, care, aplicat unei retele, afirma ca functia   Ср>} = S g, pentru orice sectiune este continua Desi sectiunile de capacitati si buclele de inductante nu influenteaza uionanrf de frecvente naturale, ele influenteaza valorile frecventelor naturale in fig 4 2, de exemplu, presupunem ca i3(t) este raspunsul dorit Este clar ca un curent constant poate circula prin bucla de inductante Deci unul din termenii din i3(t) poate fi o constanta, care corespunde unei frecvente naturale s = 0 Rezulta ca o bucla de inductante conduce la o frecventa naturala zero O concluzie similara rezulta pentru o sectiune de capacitati Totusi, frecventele naturale la s — 0 sint oarecum particulare, deoa-rece in orice caz termenul corespunzator care apare in raspuns depinde de : (1) ce variabila specifica constituie raspunsul si (2) localizarea excitatiei infig 4 2, daca raspunsul este v3(t) si nu i3(t), nu va apare un termen onstant, deoarece v3 = di3 dt, si prin diferentiere constanta se va elimina Toate celelalte frecvente naturale vor apare in v3, deoarece derivata unei exponentiale este proportionala cu acea exponentiala Discutiile anterioare arata ca ceea ce este interesant in unele cazuri este numarul de frecvente naturale diferite de zero si nu numarul total e frecvente naturale Acesta poate fi obtinut scazind din numarul - -tal, numarul de sectiuni de capacitati si numarul de bucle de inductante Rezulta ca : Numarul de frecvente naturale diferite de zero este egal cu ordinul de iuplexitate minus numarul de bucle independente de inductante si numarul •fr sectiuni independente de capacitati Contur de cop acitoti 6,7,8,9,10,11 Sectiuni de induc-tan'te 3,N 1,2,N Sectiuni de capacitati 56',7 6,8 5,7,8 Contururi de induc-tonte, Niciunul Fig 4 3 Retea cu multe degenerari 236 4 ECUAtii DE STARE Cuvintul "independent*' atit aici, cit si in definitia ordinului de complexitate dat mai sus, este important Putem justifica aceasta refe-rindu-ne ia fig 4 3 Din trei sectiuni de inductante numai doua sint independente ; ecuatia LKC pentru o sectiune se poate obtine din celelalte doua Aceasta este adevarat si pentru cele trei sectiuni de capacitati; numai doua sint independente Deoarece exista in total 11 inductante si capacitati, si 3 constringeri liniare (una pentru conturul de capacitati si doua pentru sectiunile de inductante), ordinul de complexitate si numarul de frecvente naturale este 11 — 3 = 8 Din aceste frecvente naturale, doua sint zero, si corespund la doua sectiuni independente de capacitati Exista deci 8 — 2=6 frecvente naturale diferite de zero 4 2 CONSiDERAtii DE BAZa iN SCRiEREA ECUAtiiLOR DE STARE Sintem acum pregatiti pentru a incepe prezentarea ecuatiilor de stare Ecuatiile de baza pe care le putem folosi sint LKV, LKC si relatiile v — i Dintre acestea trebuie aleasa o combinatie particulara si un ordin particular Decizia de alegere se face pe baza unui numar de conside-ratiuni: 1 Dorim ca ecuatiile finale sa nu contina integrale integralele apar din substitutia iui   = l  da? L +  (0) pentru un curent prin inductanta r* in LKC si substituirea lui v = t іАх С + t(0) pentru o tensiune pe capa-  o citate in LKV Nu vom elimina curentii prin inductante si tensiunile pe capacitati si le vom mentine ca variabile 2 Dorim ca ecuatiile finale sa fie ecuatii diferentiale de ordinul intii Derivatele apar din substituirea v — Ldi dt pentru tensiunea pe inductante in LKV si i = Cdvjdt, pentru curentul prin capacitate in LKC Vom face aceste substituiri, eliminind astfel curentii prin capacitati si tensiunile pe inductante din setul final de variabile 3 Din cele doua variabile referitoare la capacitate, tensiune si curent, tensiunea este aceea a carei valoare initiala poate fi specificata independent intr-o retea — cu exceptia cazului in care exista o bucla de capacitati, asa cum s-a discutat in ultimul paragraf in mod asemanator, pentru inductante, curentii initiali pot fi specificati independent — cu exceptia cazului in care exista o sectiune de inductante Acesta este un motiv in plus pentru a retine tensiunile pe capacitati si curentii prin inductante ca variabile 4 Toate consideratiile de mai sus sint netopologice; ele nu considera modul de selectare al unui arbore si ce tipuri de laturi sint ramuri sau 4 2 CONSiDERAtii DE BAZA iN SCRiEREA ECUAtiiLOR DE STARE 237 coarde Din punct de vedere topologic, se stie ca tensiunile pe ramuri determina toate celelalte tensiuni Deoarece dorim sa avem tensiunile pe capacitati printre variabilele finale, vom plasa pe cit posibil capacitatile intr-un arbore in mod asemanator, curentii coardelor constituie o baza pentru toti curentii Deoarece dorim sa avem curentii prin inductante ca variabile finale, plasam inductantele, pe cit posibil in coarbore 5 Pina acum nu am luat in considerare sursele independente ca laturi separate, dar am presupus ca ele exista totdeauna; le-am inclus insa in laturi existente Conventional, revenim asupra acestei proceduri si vom considera sursele independente ca laturi separate Deoarece tensiunea unei surse de tensiune este o "cunoscuta44, ea nu poate fi determinata din alte tensiuni Eezulta ca o sursa de tensiune nu poate fi o coarda, deoarece atunci tensiunea ei ar fi stabilita in termenii tensiunilor ramurilor in mod similar, o sursa de curent nu poate fi o ramura, deoarece curentul sau nu poate fi stabilit in termenii eurentilor coardelor intr-o retea care are o bucla continind numai surse de tensiune independente, una din surse va fi considerata ca o coarda Aceste surse nu pot fi cu adevarat independente, deoarece tensiunile lor trebuie sa satisfaca LKV pe contur Daca LKV este respectata, atunci una din surse poate fi o coarda, si tensiunea ei va fi determinata de alte surse Consideratii 'imilare se fac pentru o sectiune care contine numai surse de curent independente Presupunem, deci, ca retelele nu au bucle numai cu surse de tensiune independente si nici sectiuni numai cu surse de curent independente Consideratiile de mai sus ne conduc la urmatorul mod de abordare problemei Definim un arbore normal un arbore care are ca ramuri roate sursele de tensiune independente, numarul maxim posibil de capa- 4 dt v3 - G5 L 1 t3 V4 — dt i+g5e6 i+g5b6 di9 Ga R3 '9 R 4 — Ъ ^S, "6 =  1   — V3 +  4,  7 = - V3 +  5, Va = V2 — Vt +  5, i i V (18a) (18b) (18c) (18d) (18c) (18 ) (W (186) 2 6 Fig 4 5 Exemplu ilustrativ de circuit cu contur de capacitati pentru scrierea ecuatiilor de stare Urmind rationamentul din exemplul anterior, vom scrie in conti-xuare ecuatiile v — i pentru toate capacitatile (singurele elemente reac ve in acest caz) astfel incit sa putem elimina curentii in capacitati din 1' si sa retinem numai tensiunile pe capacitati Dar, din cauza buclelor •ie capacitati, nu toate aceste tensiuni sint independente dinamic Vom rie ecuatiile v — i numai pentru acele capacitati care sint in arborele r imal Astfel: dt dr4 dt (19a) (19&) introducem acum aceste relatii in ecuatiile LKC corespunzatoare din (18) si obtinem : (20a) (206) 4 ECUAtii DE STARE  241 Cele trei variabile din partile drepte, curentul prin coarda capacitatii ie si curentii prin coardele rezistentelor i7 si ia sint tratate separat Ecuatia LKV pentru r6 din (18 ) este folosita in ecuatia v — i pentru i6, ceea ce conduce la : • p 2 — dt (26b) i una din acestea, este o ecuatie diferentiala Odata ce este rezolvata, - : iabilele de iesire sint determinate algebric din a doua Din punct de lere al terminologiei aceste doua ecuatii impreuna se numesc ecuatii -'are A doua ecuatie este numita ecuatie de iesire Ne vom ocupa in ntinuare de rezolvarea acestor ecuatii 216 4 ECUAtii DE STARE 4 3 REZOLVAREA iN DOMENiUL TiMP A ECUAtiiLOR DE STARE in exemplele din ultimul paragraf am gasit ca variabilele de intrare si de iesire sint legate prin ecuatii de tipul (26) Vom stabili in paragrafele urmatoare ca rezulta astfel de ecuatii pentru toate retelele de tipul celor considerate Se observa ca o forma ceva mai simpla se obtine pu-nind : x = x + ig1’ introducem aceasta transformare in (28) Rezultatul, dupa o aranjare convenabila a termenilor, va fi: — - сДХ 1X1 = - Y 1 + Se (30) dt ) dt Este clar ca rezolvarea este simplificata daca cantitatea din paranteza e ?0 Este necesar sa dam o expresie explicita pentru matricea de tranzitie a starilor Ф (t — t) = Y (?) Y (t)-1 stim ca Y (?) = si Y (t) 1 = — (Jeci Ф (t — t) = (44) si este, ca si Y (?), o matrice exponentiala la care difera numai variabila de timp scalara Aceasta relatie poate fi acum introdusa in (37) si se obtine; x(?) x (t) (45) 4 3 REZOLVAREA iN DOMENiUL TiMP A ECUAtiiLOR DE STARE 251 Solutia este acum completa Pornind, de la o ecuatie diferentiala vectoriala de forma (28), rezolvam initial ecuatia omogena (31) impunind conditia initiala Y (t0) = U Solutia este introducem rezultatul in (45), inlocuim pe t0 cu т sub integrala si calculam integrala 0 alta metoda de rezolvare Am tratat rezolvarea ecuatiilor de stare in cazul general intr-o dtuatie particulara, presupunem ca nu exista excitatii (e = 0) sau pentru retea data 3 = 0 Atunci ecuatia de stare se reduce la ecuatia omogena : — x = c^x (46) dt ’ omparind-o cu (31) se constata ca ele au aceeasi forma Exista totusi diferenta : in timp ce Y (sau, in mod echivalent, matricea de tranzitie -tarilor Ф) este o matrice patrata, in prezenta ecuatie, x este un vec-* ?r coloana Printre altele, aceasta inseamna ca valoarea initiala in acest :- z nu poate fi o matrice unitate dar trebuie sa fie reprezentata prin ectorul valorilor initiale x (t0) Considerind solutia generala din (45), solutia lui (46) poate fi scrisa astfel: x (t) = x (t0) (47) Aceasta este desigur mult mai simpla decit solutia generala cind 0 Ar fi foarte important din acest motiv, daca, prin unele schimbari de variabile, ar fi posibil sa transformam ecuatia de stare neomogena intr-t na omogena Acest lucru ne propunem sa studiem in acest paragraf Consideram ecuatia de stare (28a), pe care o repetam aici: d - -x = ^x+3e (48) dt Presupunem ca exista un vector i care satisface ecuatia diferentiala — f = Cft (49) dt i valoarea initiala f (t)0 si care este legata de e prin relatia e = JCi (50) 252 4 ECUAtii DE STARE in aceste expresii Cf si JL sint matrice care urineaza a fi determinate-Substituim (50) in (48) si combinam ecuatia rezultata cu (49) Rezultatul poate fi pus in urmatoarea forma: d x dl WJC x dt 0 f (51) care este omogena ca si (46) in consecinta, solutia va fi: 'X (t)‘ -i(0 м1Гх(*")’ (57) este echivalenta ecuatiei algebrice liniare nm pentru nm elementele necunoscute ale lui Exemplu Pentru ilustrarea acestor doua metode de obtinere a unei ecuatii diferentiale ogene echivalente, sa pornim de la ecuatia de stare : d x = dt 1 4 x 11 — 2 -5 1J Este usor de verificat ca : "sin 2t   cos 2Z - >te solutia ecuatiei diferentiale : 0 -2 •21 0 f, ii Daca valorile proprii ale lui (f sint diferite de acelea ale lui solutia lui У’ poate-exprimata in forma inchisa folosind unele rezultate din urmatorul paragraf Aceasta solutie forma inchisa va fi data in Problema 17 Puteti gasi o demonstratie pentru aceasta so-1-tie in: J S Frame, "Matrix Functions and Applications — Part iV" , iEEE Spectrum, Voi i no 6, June 1961, p 123 — 131 O alta solutie de forma inchisa va fi data in Pro-: -ma 35 Demonstratia acestei solutii o veti gasi in: A Jameson "Solution of the Equation AX + XB = C by inversion of an M X M or N X N Matrix", SiAM Jour of Applied Maihematics, Voi 16, No 5, Sept 1968, p 1020-1023 4 ECUAtii DE STARE 254 Se observa ca : e = (2 sin 2t — 3 cos 21) = sin 2t' cos 2t Deci: X = [2 -3J Matricele^,J?si jF sint desigur cuprinse in ecuatia diferentiala pentru f Ecuatia diferentiala vectoriala corespunzatoare lui (51) este deci: - 1 4 -2 -5 0 0 o o 2 -3 -2 3 0 2 -2 0 Solutia acestei ecuatii se scrie acum cu usurinta Aceasta metoda necesita rezolvarea ecuatiei matriceale din (57) Deoarece ordinul lui este zi — 2 si ordinul lui Cf- este m = 2, у va fi o matrice 2x2 in acest exemplu (57) va fi : Puteti verifica 1 4' -2 -5 cu usurinta ca aceasta sn s12   0 2" ’ 2 -3' S2] S'22 -2 0 -2 3 este echivalenta urmatoarei ecuatii algebrice: a carei solutie este: Folosind aceste valori pentru Sy, matricea у este astfel, У exista si solutiile lui y(f) si apoi a lui x(t), pot fi obtinute prin folosirea acestei metode in acest exemplu am transformat ecuatia matriceala din (57) pentru У intr-o ecuatie vectoriala echivalenta pentru un vector cu aceleasi elemente ca У Sa indicam cum se realizeaza aceasta in general Fie si 4 3 REZOLVAREA iN DOMENiUL TiMP A ECUAtiiLOR DE STARE 255 A-, notatiile vectorilor coloanei i ai lui = dt h 0 0 • 0 0 • —1 1 • 0 0 ft 4(0) 0 fs 0   0 • 0 0   -1 -1 • 0 0 fe fe(O) 1 fi 0 0   0 0 0 0 • 0 1,5 fi f,(0) 0 Lfs 0 • 0 • 0 0 0 0 • -1, 5 0 Lfs Lfs(O) L i Exponentiala matriceala Aceste solutii formale prezinta o dificultate importanta Exponentiala matriceala este o solutie simbolica — ea nu ne spune prea mult Desi dezvoltarea in serie a exponentialei ne conduce la rezultate numerice proximative, ea nu conduce la o forma inchisa Astfel, in exemplul sim-  lu dat in (40), fiecare element al matricei este o serie infinita, si nu stim e functie reprezinta Este clar, ca este necesar sa gasim forme inchise echivalente exponentialei s^ O echivalenta a exponentialei poate fi gasita folosind transformata Laplaee Pentru simplificare, presupunem timpul initial t0 = 0 Daca luam transformata Laplaee a ecuatiei omogene din (31), gasim : sY(s) — j Y(s) = Y(0) = U unde Y este transformata Laplaee a lui Y(t) Aceasta poate fi scrisa astfel: (sU — j )Y(s) = U sau Y(s) = (sU - j )-1 final, Y(t) se obtine luind transformata inversa Deoarece am considerat t0 — 0, Y(t) va fi egal cu s-o ( Deci — j )-1} (63) 258 4 ECUAin DE STARE Rezultatul este foarte interesant Sa-l aplicam la o matrice simpla considerata anterior in (40) Matricea (sil — j ), determinantul si inversa ei se obtin usor si anume : det (sil - = (8 + l)(s + 2), in ultima etapa s-a facut o dezvoltare in fractii partiale Transformata inversa a acestei expresii este: - jaf) 0 -21 Putem face ca exercitiu dezvoltarea acestei exponentiale si sa verificam ca rezultatul este acelasi cu cel din (40) Transformata Laplace este o modalitate de evaluare a exponentialei matriceale e*1 Daca ne propunem folosirea transformatei Laplace, putem sa o aplicam asupra ecuatiilor neomogene initiale si sa evitam toate treptele intermediare Acest procedeu poate fi desigur aplicat, dar se pierd avantajele matematicii matriceale in consecinta, pentru gasirea exponentialei matriceale, avem nevoie de consideratii suplimentare 4 4 FC XCt1i DE O MATRiCE Exponentiala matriceala erf 0o - 2l i = = e 2‘, din care: l i = e-‘ - s’2‘, g0 = 2г"‘ - s 2' Deci g(s) = (2s-‘ - г'2') + (s-‘ - е 2‘) 8 Etapa urmatoare este sa inlocuim pe s cu s# si sa gasim g(j^), care este egal cu  (г ) (71) J(j ) = = (2e-‘ - e 2*)U + (e"‘ - e-2V = (2г-' Г1 01 0 1 Printr-o rearanjare, aceasta devine: г"2' 0 ’ г"2' care este in concordanta cu rezultatul gasit anterior 264 4 ECUAtii DE STARE Privind din nou setul de ecuatii din (76), se constata o uniformitate certa in matricea coeficientilor Este posibil sa rezolvam ecuatiile in forma literala si sa folosim avantajele uniformitatii in scrierea matricei pentru a ajunge la un rezultat usor de interpretat Daca notam cu Д determinantul si Ду cofactorul (i, j) al matricei coeficientilor din (76), solutia pentru poate fi scrisa П Д ^-1= S Polinomul g(s) poate fi scris acum, folosind acesti coeficienti, astfel: n n f Д 1 ffM - s = ss -f - -M 3 i i s" 1 Aj" ] Д 1 Д ' " Д J Problema care trebuie rezolvata in ultima etapa este rearanjarea termenilor avind in vedere valorile lui J(Sj) si nu puterile lui 9 Deoarece ecuatiile (76) sint toate similare, trebuie sa fie posibil sa scriem acest rezultat intr-o forma mai simpla Rezolvarea a fost data de Lagrange facind sa treaca un polinom de gradul n — 1 prin n puncte Aceasta este numita formula de interpolare a lui Lagrange si transforma suma dintre paranteze intr-un produs, dupa cum urmeaza : (77) (Verificati acest luciu) Folosind aceasta expresie, gfrf) este obtinuta eu usurinta in final, deoarece = gftf), obtinem  (3 ) = (78) Folosind acest rezultat se poate face o observatie foarte interesanta Dindu-se o matrice j , valorile proprii s, sint unic determinate de -i -1)! "F ^2з(в) f2'^ 2 ! + — A72rt(") f - -’("2) (re —1)! (83) + А д-з(") f{2'M 2' + • • • + Kkrk(") (rA —1)! Ktj a fost ales astfel incit coeficientii derivatelor sa fie impartiti de termenii factoriali (aceasta pentru o conventie ulterioara) Cind valorile proprii sint de o multiplicitate singulara, aceasta expresie complicata se reduce la prima coloana, care este (77) Etapa urmatoare este inlocuirea lui "cu jtf Reamintind ca gjrf() = = f(^) si obtinem acum :  W) = Kn(j ) M) + Kl2(^) + + А Г  (з ) ^^7 + - (84) + + Kk2(rf) + + K^) 1! ("’fc - 1)! presupunind ca functiile •(") nu sint singulare, pentru " = "; Coeficientii din (84) sint matrice, care sint adesea notate Кі} Ele sint numite matrice constituante de з  si depind numai de л , nu si de functia  (") Aceasta poate fi observata din (82) Elementele diferite de zero ale matricei coeficientilor sint proportionale cu diferite puteri ale valorilor 4 4 FUNCtii DE O MATRiCE 269 proprii ale lui j  Ko(s) este o combinatie liniara de cofactori ai acestei matrice a coeficientilor Deoarece valorile proprii si deci intrarile matricei coeficientilor depind numai de л , rezultatul este verificat Acest rezultat este foarte important inseamna ca matricele constituante ale unei matrice patrate "Z pot fi determinate, odata si pentru totdeauna, independent de orice functie specifica Pentru orice functie data f, expresia din (84) poate fi formata simplu prin evaluarea diferitelor derivate de f la valorile proprii ale lui jaZ Pina acum singura cale pe care o stim de gasire a matricelor constituante cind jaZ are valori proprii multiple este sa scriem (82) si sa rezolvam pentru coeficientii gt, sa-i introducem in g(s), si apoi sa rearanjam rezultatul in forma lui (83) Ar trebui sa avem in vedere metode mai simple si din fericire cercetarea se preocupa de aceasta Cind valorile proprii ale lui л  sint simple, avem desigur la dispozitie formula de interpolare Lagrange Avem nevoie de ceva similar pentru valorile proprii multiple Matricea rezolvau(a Deoarece matricele constituante Ktj = Ki} (j ) nu depind de functia specifica f, daca gasim o functie simpla pentru care (84) poate fi scrisa, runci Kj} astfel determinate vor fi aceleasi pentru orice functie Suc ,'ul acestui mod de abordare depinde de gasirea unei functii convenabile Consideram functia f(s') — 1 (8 — s') — (s — s') 1, unde s' este o fiabila complexa care joaca rolul avut anterior de 8; de exemplu s' este variabila care va fi inlocuita prin jsZ Cu riscul confuziei, noi am folo it simbolul s pentru o alta variabila complexa Am fi putut folosi un lt simbol, sa zicem z, in locul lui s, dar algebra a fost facuta astfel din dorinta de a obtine in final o ecuatie care contine pe s Trebuie evitata confuzia de a ne gindila "г" cind vedem "s" in aceasta dezvoltare Daca luam derivatele in raport cu s', obtinem : '  > Vou; (J - 1)! (s - " )J unde 8; sint valori particulare pentru s' Substituim acum (85) in (84) - inlocuim pe s' prin л  in J(s') = (s — s') 1 Rezultatul va fi (si* — j )-1 ui termeni ai matricelor constituante Folosind (67) aceasta poate fi scris : (rtJ-, ) "Ц (86) 270 4 ECUAtii DE STARE Numaratorul partii drepte este o matrice a caror elemente sint polinoame in s, deoarece ele sint cofactori ai matricei (eU — з ) Deoarece fiecare element al numaratorului este impartit prin d(s) intreaga expresie este o matrice de functii rationale Se poate face o dezvoltare in fractii partiale a partii drepte si se obtine : (87) tinind seama de (85), aceasta expresie este exact de forma lui (84), si anticipatia noastra in utilizarea acelorasi simboluri pentru coeficientii acestei dezvoltari in fractii partiale, ca si pentru matricele constituante este justificata Adica, matricele constituante sint matrice de coeficienti in dezvoltarea in fractii partiale a lui (sU — к )-1 Matricea (sU — j ) 1 este numita matricea rezolvanta Dindu-se o matrice si o functie (s), determinarea lui  (з ) in forma lui (84) este facuta prin dezvoltarea matricei rezolvante (eU —- j Jt1 in fractii partiale Coeficientii dezvoltarii (care sint reziduuri daca valorile proprii sint simple) sint matrice constituante Sa facem o ilustrare cu ajutorul exemplului considerat mai sus Fie f(s) = e!i si ’ -2 1 3    s + 2 — 1 -3 ' 0 -3 0 , (sU лг) = 0 s + 3 0 0 2 -2 o -2 s + 2 Pentru gasirea inversei lui sil jrf, este necesar sa calculam determinantul si cofactorii sai Dupa determinarea acestora obtinem: r(s + 2)(s + 3) (s + 8) 3(s + 3) 0 (" + 2)" 0 0 2(s + 2) (s + 2)(s + 3) (s + 2)4" + 3) 4 4 FUNCtii DE O MATRiCE 271 l-ies, = — 2sis2 = —3 Dezvoltarea in fractii partiale ne conduce la : 1  1 2 K21 1 — 5 0'   0 6 3   0 5 (Г 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 1 0 0 0 , 4- 0 -2 0 s + 2 (s + 2)2 s + 3 in final, aceste matrice constituante sint folosite in (84) pentru a obtine exponentiala matriceala c t i = Kne 2! + K13te-2* + K21e 3( Acest rezultat este in concordanta cu cel obtinut anterior Algoritmul matricei rezolvante Sa ne reamintim procedeul de determinare a matricelor constituante Este necesar mai intii sa determinam valorile proprii, etapa necesara pentru orice alta metoda Este necesar apoi sa inversam matricea (sU—j ), ceea, ce am facut prin determinarea cofactorilor acestei matrice Dar cest lucru devine complicat pentru un n mare Este necesar in final "a dezvoltam in fractii partiale matricea rezolvanta (sU — Orice onfributie pentru reducerea volumului de calcule va fi bine venita Se cunoaste un astfel de algoritm pe care noi il vom numi algoritmul 'fiatricei rezolvante 1) Observam din (86) ca matricea rezolvanta este exprimata in termenii olinomului caracteristic la numitor si ai matricei adjuncte (sU — j ) numarator Elementele acestei matrice sint polinoame in s Putem sA ne concentram asupra puterilor lui s si sa scriem aceasta matrice ca •; suma de matrice, cite una pentru fiecare putere a lui s Fie dj (ell - j ) = P(s) = l"X"* 1 + PiS"-a + • • • + P" 28 + Pn l, (88) d(*) = s" + djS 1 + + dn 1s — d" (89) Multiplicarea lui (86) prin d(s)(sU — = tr[adj (sU — c^)] = tr P(s) Folosind aceasta relatie, putem inlocui pe tr P(s) in (92) si obtinem, lupa rearanjare, s— [d(s)] - nd(s) = tr [^P(s)] ds (96) in final, inlocuim expresiile P(s) si d(s) din (88) si (89) in aceasta ecuatie - obtinem: (nsn - (n - 1) djs"-1 + (n - 2) d2s"-a + + dn xs) - — ("s" + wd^"-1 + + ndn) = = s"-1 tr (c^Po) + sn 2tr MPJ + + s tr (ofPn 2) + tr (c^P^i) Egalam coeficientii acelorasi puteri ale lui s din ambele parti si gasim - dutiile pentru coeficientii d4: dx = - tr (j P0), d2 = - 1 tr (з PJ, d3 = - tr (3 P2), (97) - -y-trtc^P^), dn = - 1 1г( ^Р" Л 274 4 ECUAtii DE STARE Acest set de expresii pentru coeficientii dk, impreuna cu (91) pentru matricele Pt, constituie un algoritm, cu un numar finit de etape, pentru calculul matricei rezolvante, ("U — j ) 1 Le vom scrie din nou, parte cu parte, aratind succesiunea etapelor : P(( = и -> d2= - L tr (j P,) , P2 = j P, + d2U -* d3 = - ‘ tr (j P2), + dKV —— tr(^PJ, (98) A -p 1 РИ 1= 276 4 ECUAtii DE STARE sa factorizam d(s) pentru a gasi valorile proprii si (2) sa obtinem o dezvoltare in fractii partiale Algoritme de calcul pentru prima din acestea sint accesibile directJ) Polinoame rezolvante Referitor la (84), ne amintim ca matricele constituante Ko depind numai de л , nu si de o functie specifica Asa cum am mentionat anterior, daca aceste matrice pot fi evaluate pentru anumite functii specifice, rezultatul astfel obtinut va fi bun pentru orice alta functie Am gasit o functie care conduce la matricea rezolvanta (sU — ^) 1, eu ajutorul careia se pot evalua matricele constituante Vom discuta acum un set de functii care pot face de asemenea acest lucru Consideram un set de functii Л("), Д("), fiecare fiind un polinom Fiecare din aceste polinoame poate fi folosit in (84) si va conduce la o ecuatie in care necunoscutele sint matricele constituante Vor exista atitca ecuatii, cite necunoscute sint in forma matriceala aceste ecuatii se scriu astfel :  1("1) 1 ! rr, n("i) (>  - 1)! ft(-%)- (r* — 1)! Ku K12 A(^) Л("1)  i’W  2(^2) ’ к A(^) 1! (>  - 1)! (>t -1) in K21 Г'Лі) f" ("2) • 1! (П - 1)! (r*-l)! J R,r, i l "(^)l (100) Numim aceasta ecuatie, ecuatia rezolvanta Desi elementele vectorului sint matrice patrate de ordinul n, aceste matrice sint tratate ca o singura cantitate cind este interpretata multiplicarea matricei date Astfel, cind se realizeaza multiplicarea matricei, se obtin termeni in care o matrice *) Algoritmul diferentei citurilor este una din cele mai cunoscute metode de determinare a zerourilor unui polinom Algoritmul este descris in : i’ Henrici, Elements of Xumerical Analt sis, John Wiley, New York, 1961, Chap 8 4 4 FUNCtii DE O MATRiCE 277 este multiplicata printr-un scalar — o operatie perfect valabila; de exemplu, in primul rind al produsului, (Ю1) matricea K21 este multiplicata prin scalarul Daca este acceptat acest mod de abordare, matricea coeficientilor in (100) trebuie sa fie nesingulara si usor de inversat Apare o problema •le alegere a unui set corespunzator de polinoame care vor fi numite polinoame rezolvante Cel mai simplu polinom este o putere de s Astfel, un set posibil de polinoame rezolvante este :   (") = si 1 i = l, 2, (102) Decit sa scriem expresia generala in acest caz, presupunem de exemplu, a polinomul caracteristic este d(s) = (s — s4)2 (s — s2)2- Atunci n-i - t  = 1, y2 = 8, f3 = s2 si f4 = s3 Deci (100) devine (103) Este clar ca elementele vectorului din partea dreapta sint usor de determinat in acest caz, dar ca inversa matricei va necesita eforturi considerabile, mai ales cind n este mult mai mare Pentru o ilustrare mai explicita sa consideram exemplul dat anterior in care : Г-2 31 d(s) = (s + 2)2(s + 3), 0- (104) 3 0 Sj = — 2, 2-2 s2 —= 3 л polinoamele rezolvante alese in concordanta cu (102), obtinem pentru (100) 1 0 1' U - -2 1 -3 K12 — 4-4 9 -K2i j 2 278 4 ECUAtii DE STARE inversam aceasta ecuatie si obtinem  кп-   -3 -1 1 U ‘ K|2 = 6 5 1 K21 1 4 i Kjj = — 3L —  -ij  jZ2, Kj2 " Ol "F *5"^ + "я^2? K2J = 4U 4- care in forma dezvoltata da : (105) Rezolvarea completa a problemei se obtine prin introducerea lui j  si j 2 in aceste ecuatii si verificarea obtinerii acelorasi matrice constituante ca mai inainte O alta alegere a setului de polinoame este urmatoarea : fi ( ) — 1, J2( (8 — 82Y> (8 — X3),  "(") = (" - "1)Г* (" — 82)'" (" - unde 8; sint valori proprii in acest caz evaluarea lui  ,(jaZ) va necesita un efort mare, dar matricea (100) va fi usor de inversat Consideram din nou cazul particular in care d(") = (s — 8j)2(s — "2)2 Atunci:  1(") = 1, 7a(") = (8   8i), A(") = (" — "i)2) fiW - V, A(^) = = w- sji)2,  "(") = (" — *i)2(s - s"), fY-tf) = 8iU)2(j — 82U), 4 5 FORMULAREA SiSTEMATiCA A CONDitiiLOR DE STARE 279 si (100) devine : 10 1 0 Ku и 0 1 (S2 Sl) 1 к12 л  — 8ги 0 0 (s2 — Sj)' 2(s2 Si) 1^-21 (л  — SjU)2 0 0 0 (s2 - sj2 K22 (j  — s1U)2(j — s2U) (Ю7) in acest caz matricea coeficientilor este superior triunghiulara si poate ii usor inversata Aceasta este in general adevarata pentru aceasta selec-are a polinoamelor rezolvante Pentru exemplul tratat anterior, dat in (104), ecuatia rezolvanta devine: i 0 i   ku- l! 0 1 -1 K12 = si + 2V 0 0 i д — S2 Ecuatia (109a) este forma normala a ecuatiei de stare; x este vectorul de stare, si elementele sale sint variabilele de stare in reialitate, vectorul de stare din ultima pereche de ecuatii este o combinatie liniara a "vectorului de stare" initial (cu tensiunile ramurilor de capacitati si curentii contururilor de inductante ca variabile) si vectorul sursa e Chiar eu aceasta transformare, ecuatia a doua din pereche — ecuatia de iesire — poate sa contina inca termenul dejdt Vom stabili pe scurt conditiile in 4 5 FORMULAREA SiSTEMATiCA A CONDitiiLOR DE STARE 281 care va apare aceasta Pentru mai multa exactitate, ne vom referi la prima ecuatie din fiecare pereche ca la ecuatia de stare si la a doua ecuatie a fiecarei perechi ca la ecuatia de iesire Cele doua ecuatii vor forma ecuatiile de stare in continuare ne-a preocupat rezolvarea ecuatiei de stare si aceasta fost facuta prin gasirea in primul rind a unei solutii pentru ecuatia omogena (cu e = 0) Simbolic aceasta solutie implica exponentiala matriciala e-^, astfel am cautat sa determinam metode de evaluare a acestor functii de o trice Odata ce exponentiala matriciala este evaluata, vectorul de stare -:e gasit din (45) Vom amina consideratiile urmatoare de evaluare icestei integrale si consecintele ei pentru capitolul urmator Trebuie sa gasim o forma de scriere a ecuatiilor de stare (109) pentru etea data si sa aratam ca este generala Sa observam pentru inceput   'te posibil sa alegem ca variabile de stare, unele variabile care nu sint • uni pe capacitati si curenti prin inductante in fig 4 6 de exemplu, trebuie aleasa ca variabila de stare curentul 7: in rezistenta iR, si nu tensiunea pe capacitate — deoarece vc este direct 'oportional cu iB Consideratii topologice Prima etapa consta in selectarea unui arbore normal (sau arbores pa normala) in general acesta nu este unic Daca nu exista degenerari ntururi de capacitati sau sectiuni de inductante), cel putin elementele •- tive vor fi atribuite in mod unic la arborele sau coarborele normal — nu si elementele rezistive Totusi, cind exista degenerari, va fi necesara alegere chiar pentru elementele reactive in concordanta cu conventia noastra obisnuita in scrierea unei matrice ontururi sau sectiuni, numerotam mai intii ramurile si apoi coardele face aici o conventie mai detaliata de numerotare a laturilor siadop- 282 4 ECUAtii DE STARE tam urmatoarea ordine in interiorul celor doua categorii de ramuri si coarde: Hamuri 1 Ramuri de surse de tensiune 2 Ramuri de capacitati 3 Ramuri de rezistente 4 Ramuri de inductante Coarde 1 Coarde de capacitati 2 Coarde de rezistente 3 Coarde de inductante 4 Coarde de surse de curenti Mentionam ca termenii "ramura de rezistenta" si "coarda de rezistenta" includ laturi de multiterminale ca: giratori si sui se comandate a caror relatii v — i sint algebrice ca la o rezistenta Nu impunem o ordonare speciala in numerotarea unor astfel de laturi, dar ele sint incluse printre laturile care reprezinta rezistente Aceasta numerotare a laturilor conduce la o separare a vectorilor de curent si tensiune dupa cum urmeaza : Vjs ’ Ls si v(- ѴЛі Ѵд, Ju — а — b; lei si = • bu ’ л • • Jbl ll j (110 C R L J ramuri [ R ' — — — — L Daca exista o coarda de capacitate, existenta ei va fi determinata de existenta unui contur de capacitati Deoarece nu exista rezistente si inductante intr-un astfel de contur, coloana C care corespunde unei coarde de capacitati nu poate avea o intrare diferita de zero in liniile care corespund ramurilor R si L-, adica, intrarile din prima coloana si liniile trei si patru trebuie sa fie zero in mod similar, daca exista o ramura de inductante, ea va fi determinata de existenta unei sectiuni de induc-*ante De asemeni nu pot exista rezistente si capacitati intr-o astfel de -ectiune, linia corespunzatoare ramurilor de inductante nu poate avea intrari diferite de zero in coloanele care corespund coardelor O si 7? iteci Qz poate fi scris astfel: coarde -> ramuri Qe" Qel Qzy Qcc 0 CR QcZ Qcj Qrr Qrl Qbj o 0 (112) • ind introducem aceasta in ecuatiile Kirchhoff din (111), rezultatul poate : dezvoltat iar ca mai jos: 1E = WEC’Ci — QiszKi Vi'jtr (113a) Rt — — Qcc’c" — ОстгЪгі — Qczizi Qcu1  (113ft) bu — — Qfi dw — ОльКг — Qbj1  (113c) ’zi — — Олл'  г — Qzjb (113d) VC( = Q ECVE + Q OTvCf (113c) VRl = Q'jErYe + Q свУсі + v rrvri (ИЗ ) = Q ЕіУе + QYz'ci + (Гві'лі + (113 Z1 1 dt 4 Lu (1146) in aceste expresii C( si C( sint matricele ramurilor si coardelor de capacitati ; ambele sint diagonale Deoarece pot exista inductante mutuale, pot apare cuplaje intre ramuri si coarde de inductante tot asa de bine ca si intre ramurile de inductante si intre coardele de inductante Nu este necesar deci ca matricele de inductante sa fie diagonale (L" si L[( nu sint chiar patrate), dar L ( si L(J sint simetrice si L(( = L ( Mentionam ca mentinind matricele de capacitati si inductante sub semnul derivatei, aceste expresii se aplica tot asa de bine retelelor variabile in timp Variabilele care pot interesa sint vct si iu; toate celelalte trebuie eliminate Pentru capacitati, aceasta inseamna eliminarea lui iC(, v0J si 4 5 FORMULAREA SiSTEMATiCA A CONDitiiLOR DE STARE 285 L- Sa incepem aceasta operatiune prin scrierea lui (1136) dupa cum urmeaza : ici 4  Qcc*ci •— Qcc] (115) — — Qc'libii — QcZ*Zi Qcj1! in partea stinga, introducem relatia v — i 114) Aceasta devine : pentru capacitati din [U Qcc] 4[n‘ ici J ai t 0 — [U Qcc][C( ° 1 Г Vc' di 0 C,J LQccVci + Qec'A = aeu dt Mo' жь (116) + A[U dt Qcc] 0 Qcc VE- Tunatoarele etape rezulta din mplificare definim : substituirea lui vGt din (113e) Pentru = [U Qco] ? U Qcc — C( + Qcc'CiQcc j (117) ie este egala cu C( daca nu exista contururi de capacitati, si o o   = - [U Qcc] Ci 0 -Qc QccCjQb'c > (118) c - este matricea zero cind nu exista contururi care sa contina numai : acitati si surse de tensiune independente Prin introducerea ultimelor A ecuatii in (115), obtinem :    — Qcriri — Qci’il QcA + (^Ve)- (116) dt dt A exista inca o variabila nedorita aici, iB;, dar inainte de a discuta - marea ei, sa ajungem la un rezultat similar pentru inductante 286 4 ECUAtii DE STARE incepem aceasta operatiune prin scrierea lui (113 w + L"Qw, -Чі ijf(J L—"ы — (L[j QmL(()Qcj care este matricea zero, daca nu exista sectiuni care sa contina numai inductante si surse de curent independente introducind ultimele doua ecuatii in (120), se obtine: (^* 1) = Qcz'ri + Ѵль'ві + ОеіУе + (•Sfij) (124) dt dt 4 5 FORMULAREA SiSTEMATiCA A CONDitiiLOR DE STARE 2S7 Aceasta este duala lui (119) Ea contine de asemeni variabila nedorita vRt, tot asa cum (119) contine pe іЛ( Pentru a continua procesul de eliminare va fi necesar sa exprimam : elatiile v — i ale laturilor rezistive in termenii acestor doua variabile b si Ѵці (curentii coardelor de rezistente si tensiunile ramurilor de rezistente) Vom presupune ca relatiile v — i pe laturile de rezistente pot fi scrise astfel : (125a) (1256) Aceasta este una din formele parametrilor hibrizi’) Ea este diferita aceea din capitolul 2 pentru ecuatiile de variabile mixte Pentru retelele ЛЕС, matricele Ga si GM vor fi diagonale, si Gi( si G(i vor fi matrici :-:o Mai general, nu este necesar ca vreuna din matrici sa fie diagonala, - pot fi toate diferite de zero Aceasta nu ne asigura ca pentru o retea a, exista ecuatii de forma (125); daca ele nu exista, metoda dezvoltata : i nu este aplicabila Aceasta nu inseamna ca nu exista ecuatii de stare, doar ca aceasta metoda nu este buna in acest caz Ca un exemplu simplu, sa consideram reteaua din fig 4 7 Arborele l rmal include numai doua din capacitati Laturile de rezistente ale fului sint toate coarde, iar relatiile lor v — i au forma i3 = 0, —  kv3 = ^2, : Putem folosi relatiile o — i, pe laturile de rezistente si intr-o alta forma decit a para-hibrizi (aceea a parametrilor у, a parametriloi' z, sau a parametrilor ABCD) Lasam г alte posibilitati de reprezentare a relatiilor v — i pe laturile rezistive, ca un exercitiu •   dumneavoastra 288 4 ECUAtii DE STARE Ecuatia a doua ne impiedica sa scriem o ecuatie de forma lui (125) Aceasta din cauza sursei de tensiune comandata de tensiunea pe o capacitate, care introduce o restrictie algebrica suplimentara intre tensiunile pe capacitati, reducind in felul acesta ordinul de complexitate Aceasta inseamna ca arborele normal trebuie sa contina numai o singura capacitate Putem scrie ecuatia de stare pentru aceasta retea, cu un efort foarte mic, demonstrind ca: dt, G - -  2- dt + C2 (l - A) 2 intorcindu-ne acum la problema eliminarii lui iRl si vR( din (119) si (124), putem folosi pentru aceasta, relatiile v — i din (125) si relatiile topologice din (113c) si (113 ) Dupa ce ultimele doua sint substituite in primele doua si termenii rearanjati, rezultatul va fi: (l 4- G(( Qb") i ii — GH QKKvBj = = G,( Qcr''c" G(( 4  GRQ E G(( ij, (126a) G" Qbk iri 4" (U — G(| Qkk)VBi — — G(( Qcr vc C R L J ramuri 1 E Qec Qer Qrl Qrj Q = iU Qi] Qi = c Qcc Qcr Qcl Qcj 7? •• Qrr Qrl Qrj L 0 0 Qll QLJ- >C( d G(   vct i ci dt 0 vCi 0 ' R , C, R si L; apoi coarda C, R, L si sursa — i Pentru simplificare, presupunem ca numerele ramurilor sint de asemenea valori numerice pentru elemente : rezistenta 8 □ Fig 4 8 Exemplu ilustrativ pentru ecuatiile de stare fiind dala in ohmi, inductanta in henry si capacitatea in farazi Cu aceasta normal, parametrii ramurilor sint: alegere a arborelui 0" 2 0 0 3 0 5 "l = [81, "u = 9 0 (1 10 = [61 Urmatoarea etapa este sa se scrie matricea Q si sa descompuna in mod adecvat: coarde R R E C ramuri 1 6 8 9 11 4 Q = 2 3 E 1   t 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 ' C 2 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 3 0 0 1 0 0 0 -1 0 1 0 0 R‘ 4 0 0 0 1 0 0 0 ’ 0 0 -1 0 5 0 0 0 0 1 0 0 -1 -1 1 -1 L 6 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0 4 5 FORMULAREA SiSTEMATiCA A CONDitiiLOR DE STARE 297 Diferitele submatrici sint evidente din partitionare Matricele parametrilor se calculeaza dupa cum urmeaza : =(t + Qcc (i^cc — [1 -7 ' 10 Ja? = l-o + Q'll Qll — 9 0 —1' + 0 io 1 в = B; + Q^r(QbB = + [0 = , G = Gi + Qbr gi Qbb —  ‘6‘ 16 in etapa urmatoare se calculeaza matricele (x — ,^2e) Observam ca prezenta derivatei tensiunii sursei este determinata de bucla de capacitati care include sursa de tensiune Sursa de curent nu este ontinuta in sectiunea de inductante, astfel ca nu apare derivata curentului sursei Desi am rezolvat complet exemplul de evaluare a tuturor matricelor definite in prealabil, introducindu-le apoi in formele, pentiu orice problema data am fi putut de asemenea proceda printr-o revenire de fapt la etapele derivarii Aceasta poate necesita uneori un efoit mai mic decit inlocuirea in formula Ati putea rezolva exemplul si in acest fel si sa comparati volumul de munca 300 4 ECUAtii DE STARE Consideratii privind sursele comandate in scrierea ecuatiilor de stare pentru exemplul precedent, am evaluat matricele care apar in ecuatiile finale si le-am substituit in acestea Cind ne referim la retele nepasive, nereciproce, acest mod de abordare nu este posibil Va fi necesar sa ne intoarcem la un punct intermediar in deducerea ecuatiilor si sa continuam etapa cu etapa de acolo Ecuatiile de baza sint (119), (124), (125) si (126) Etapele de parcurs si diferentele fata de cazul RLC sint urmatoarele : 1 Se scrie matricea Q si se descompune — ca pentru RLC 2 Se evalueaza matricele si b = °> i>, = nv-, zs — Sm ul • 302 4 ECUAtii DE STARE Folosind aceste relatii, relatiile o — i ale laturilor rezistive, in concordanta cu (125) devin : Г ' 7 0 Qib Уи- (146) Aceasta este o ecuatie pur algebrica care leaga tensiunile si curentii elementelor reactive si marimile care caracterizeaza sursele Mentionam ca derivatele surselor au fost de asemenea eliminate O interpretare a diferitelor matrice se poate obtine considerand reteaua din fig 4 10 Reteaua este prezentata ca o interconectare de subretele Subreteaua centrala consta din toate laturile de rezistenta (inclusiv sursele comandate etc ) la care sint conectate subretelele de capacitati, inductante si surse independente Subreteaua de rezistenta poate fi considerata ca un multiport 4 6 FORMULAREA ECUAtiiLOR DE STARE A MULTi-PORtiLOR 305 cu tot atitea porti cite elemente reactive si surse independente exista Trebuie acum sa distingem care elemente reactive sint ramuri si care sint coarde Aceasta poate fi examinata simbolic ca in fig 4 11, unde fiecare element reprezinta o subretea din clasa sa Fiecare variabila asociata portilor este valabila pentru toate variabilele scalare din clasa sa si astfel este un vector Fig 4 11 interpretarea multiporlului Orientarile variabilelor sint compatibile cu orientarile considerate in obtinerea ecuatiilor Orientarile curentilor sint opuse referintelor standard pentru curentii portilor Astfel, in multiportul de rezistente puterea ire intra la oricare din porti este — v'i Hamurile si coardele de capacitati, ;• ramurile si coardele de inductante sint aratate ca subretele separate, "a ne amintim, ca pentru a ajunge la (146) pentru cazul general, presu-: unem ca nu este introdusa nici o restrictie algebrica de laturile rezistive are sa reduca ordinul de complexitate sub acela obtinut din consideratii "supra elementelor reactive exclusiv Presupunem circuitul in gol la toate coardele reactive si sursele de urent independente si scurtcircuit la sursele de tensiune Aceasta face a vectorii ici, ii;, ij si v ; sa fie zero Dar daca toti curentii coardelor ie inductante sint zero, tot asa curentii ramurilor de inductante vor fi rero, fapt care rezulta din KCL pentiu sectiunile de inductante; adica = 0 Cu aceste consideratii facute, din (146) se poate scrie : - iC( = ^vc   (147) re-e 854 306 4 ECUAtii DE STARE Reamintindu-ne orientarea opusa a curentilor de poarta, conchidem ca 3 este matricea admitantelor in scurtcircuit a multiportului rezistiv ale carui porti sint terminate pe ramuri de capacitati, in timp ce toate celelalte elemente reactive sint scoase din circuit (in gol) si toate sursele independente sint indepartate (ceea ce inseamna ca sursele de tensiune sint scurtcircuitate si sursele de curent sint in gol) Aceasta interpretare ne da o metoda de calcul a matricei J3 pentru o retea pur rezisti va, fara a parcurge tratarea formala din ultimul paragraf Celelalte matrice pot fi evaluate intr-o maniera similara Pentru a gasi SC, scurtcircuitam toate ramurile reactive si sursele de tensiune independente, si lasam in gol sursele de curent, astfel ca vc curtcircuitate, si У este calculat prin gasirea tensiunilor pe coardele de inductante in gol, ambele rezultind ca urmare a prezentei surselor de tensiune independente Similar, presupunem ca scurtcircuitam toate ramurile reactive si sursele de tensiune independente si lasam in gol coardele reactive Atunci 146) conduce la in = Jfv, (151 a) yLl=—^ij (1516) Astfel, Ж este calculat prin gasirea curentilor in ramurile de capacitati   urtcircuitate, si este calculat prin gasirea tensiunilor pe coardele de mductante lasate in gol, — ambele rezultind ca urmare a prezentei surselor de curent independente Re + n2R4 l + "2fc t = - l-Hi2a- (gm + ^б) 1 4- пЧ = - дтъ - 1 = rs , n2k = -va l + n*k П2 г riO —  ^в'1 H- ‘ 27 1 + П"1( Vom ilustra aceasta cu ajutorul exemplului din fig 4 9 Nu exista surse de curent in acest caz, astfel ca si sint ambele matrici zero Pentru a gasi pe У si У, lasam in gol ambele inductante si scurtcircuitam   apacitatea Rezultatul este aratat in fig 4 14 Curentul i este determinat 310 4 ECUAtii DE STARE in mod obisnuit, observind ca ii6 si n2Rt sint in serie Se obtine acum direct v-, ca R6i Aceasta determina curentul sursei comandate, si din LKC se gaseste й Tensiunile ra si r10 se obtin de asemenea direct Detaliile sint aratate in fig 4 14 Rezultatul este 9m + Ge , ' П2 к 1 + n2k 1 + n2k care este in concordanta cu (145) in rezumat, cu exceptia termenilor care contin derivatele surselor, am obtinut ecuatia de stare vectoriala completa din calculul unei retele multiport rezistive, impreuna cu evaluarea lui si ] = ; astfel ca # este gasit de asemeni usor si anume: - R - (22 + r) - (22 + 2r) 1 = V = [3r + ([x + 1)72 3r + ([x + 1)22 3r + ((x + l)22 = ^vC( "1 de capaci- Pentru matricele care au ramas vom lasa in gol coarda tate 6 si vom scurtcircuita ramurile de capacitati Detaliile de calcul ramin pentru dumneavoastra Rezultatul va fi: *i‘ l2 J3- 1 3r + (tx + 1)22 ’ (Н + 1)Й r + (p + 1)72 2r + (|x + 1)22 Vj = V = rR 3r + (jx + 1)22 COURANTS ET ACTiON POLiTiQUES EN BOUMANiE A LA FiN DU XiXe S 315 in acest exemplu, deoarece unica sursa este o sursa de curent de valoare zero, nu este necesar sa gasim Ж si ; ele vor fi oricum multiplicate t rin zero in ecuatiile finale Le-am calculat aici, dar numai pentru a face exemplificare Putem acum sa scriem cu usurinta ecuatia de stare si ecuatia de iesire Pentru simplitate, sa folosim urmatoarele valori numerice : C = —; 4 • = R = 10 ; p = 6 Atunci : ri 1 А я Г 3 —1 -1] 2 4 4 = A A A , 4 2 4 'g’-1 = -1 3 -1 A A A L 4 4 2 J 1 -1 3- Г3 -4 — ll-i Г 70] [-10  20 —30], obtine ecuatia de iesire corespunzatoare, trebuie sa folosim (153 a) ire se reduce la iC( = — C( unde C( este o matrice diagonala u elementele diagonalei egale cu C — — • Din iCj nu ne intereseaza 4 iecit linia a treia Astfel ecuatia de stare si iesire va fi: "il 1 -10 -20 -301 vv = — 100 A 8 -?'3 - 2 2 6 J L"3J A casta completeaza exemplul 316 4, ECUAtii DE STARE PROBLEME P 1 Pentru retelele din fig 4 Pi determinati: a) numarul de frecvente naturale si b) numarul de frecvente naturale diferite de zero Verificati raspunsurile dvs prin considerarea formulelor topologice pentru determinarea matricei admitanteior la noduri sau a matricei impedantelor pe bucle Fig 4 Pi P2 Pentru fiecare din retelele din fig 4 P 1, trasati cel putin un arbore normal P 3 Aratati cel putin trei arbori normali pentru reteaua din fig 4 3 din text P4 Citi arbori normali exista in fig 4 5 din text? P 5 Ecuatia 24 referitoare la fig 4 5 contine derivata tensiunilor surselor Faceti o trur formare de variabile astfel ca ecuatia corespunzatoare in noile variabile sa nu contina deriva! tensiunilor surselor Puteti interpreta noile variabile in termenii retelei? P ti Presupunem ca A si В sint matrice patrate de acelasi ordin in ce conditii este valabila urmatoarea relatie : E*e" = e* + " Folositi acest rezultat pentru a arata ca (14) este o consecinta valabila a lui (36) P 7 Aratati ca fiecare din urmatoarele matrice satisface ecuatia sa caracteristica (0 2 0 2 0 2 0 0 1 PROBLEME 317 P 8 Folosind teorema Cayley-Hamilton, gasiti inversa fiecarei matrice nesingulare din Problema 7 P 9 Fie f(s) un polinom si d(s) polinomul caracteristic al matricei st Fie g(s) polinomul este de cel mai mic grad care se obtine cind f(s) este impartit prin d(s) Evaluati pc f( e ) in fiecare din urmatoarele cazuri: (a) f(s) = se + 3s4 + 3s2 si a' (b) f(s) == s5 + s4 + ss + s + 1 si = ri 3 (e) f(s) = s P31 Determinati ecuatiile de stare pentru reteaua amplificatorului diferential reprezentata in fig 4 P 31 Folositi modelul tranzistorului aratat in fig 4 P26& P32 Determinati ecuatiile de stare pentru reteaua reprezentata in fig 4 P32, folosind ielul tranzistorului aratat in fig 4 P266 iesire V Fig 4 P 32 326 4 ECUAtii DE STARE P33 Determinati ecuatia de stare pentru fiecare din retelele de oscilator aratate in fig 1 P33a, b c folosind modelul tranzistorului din fig 4 P334 Fig 4 P 33 P35 Reteaua reprezentata in fig 4P31 este un circuit de oscilator RC simplu Determinati ecuatia de stare si indicati pentru ce valoare a lui a exista valori proprii imaginare ale lui j  10 BF ГчйннГ -o , Fig 4 P 34 ft P35 Presupunem ca jj  si din (57) nu au valori proprii comune Fie У ap,"-' 1=0 w si 0 a"* i polinoamele caracteristice ale lui si respectiv ,fF i = o Fie ,v0 = o M, = Mfc = Мд-г + м, , - A Mt JT, A = 2, 3, Solutia lui (57) este atunci data de una din urmatoarele ecuatii: t-0 Pentru fiecare parte a problemei 16, gasiti pe SF folosind una din formulele de mii sus, alunei eind valorile proprii ale lui si sint diferite 'PROBLEME 327 P 36 (a) Pentru reteaua aratata in fig 4 P 36a , specificati numarul de frecvente naturale numarul de frecvente naturale diferite de zero, b) Repetati aceasta pentru reteaua din 4 P 36b Stabiliti daca valorile frecventelor naturale (nu numarul lor) sint aceleasi sau :-7 :e in cele doua cazuri Explicati Urmatoarele sase probleme fac pregatirea pentru scrierea unui program pe calculator, ne ajute in rezolvarea acestor probleme in fiecare caz, trebuie gasita o diagrama de • rare (organigrama) si un set de instructiuni de programare Pentru un program pe r -calator digital, cel mai folosit limbaj este FORTRAN iV Gasiti un set de instructiuni pentru program P 37 Pregatiti un program de evaluare a [su — prin algoritmul matricei rezol-та=- е din (98) P 38 Pregatiti un program de evaluare a lui din (99) P 39 Pregatiti un program de identificare a unui arbore normal pentru o retea (conectata) fiecare latura este determinata de o succesiune de cuadripleti de numere : primul numar : 1 latura, al doilea numar indica tipul ei in concordanta cu lista data mai jos; al treilea r uatrulea numar identifica nodurile la care este conectata latura Programul va numerota - u laturile in concordanta cu conventia din paragraful 4 5, referitoare la "consideratii Humor Tip de la furi 1 Surse de tensiune independente 2 Surse de curent independente 3 Capacitate b Rezistenta 5 induci anta 2, 3, f, 5 3, 1, 3, 2 b 2, * 5, 3, 3, В 5, 5,   7, ‘t, 5,1  3, 3, 5, 6 І % ",S Fig 4 P 39 328 4 ECUAtii DE STARE topologice" si va oferi ca date de iesire succesiunea cuadripletllor de numere cu noua numerotare a laturilor Un exemplu de set tipic de date este dat in fig 4 P39 pentru reteaua prezentata in aceasta figura i* 40 Pregatiti un program pentru a determina, in primul rind, o reducere a matricei de incidenta la noduri a unei retele conectate si apoi a matricei de sectiuni f asociata unui arbore normal Luati ca date de intrare, datele de iesire din problema 39 Presupuneti ca al treilea numar al fiecarui cuadruplet de numere indica nodul la care este conectata coada sagetii laturei; atunci nodul de la virful sagetii laturii va fi al patrulea numar P41 Pregatiti un program pentru determinarea lui jj , si ,^2 din (142) cind reteaua este (a) RC fara coarde de capacitati si fara ramuri de rezistente (b) RC fara coarde de capacitati (c) RC fara ramuri de rezistente (d) RC (generala) (e) RL fara ramuri de inductante si fara coarde de rezistente (f) RL fara ramuri de inductante (g) RL fara coarde de rezistente (h) RL (generala) (i) LC fara coarde de capacitati si fara ramuri de inductante (j) LC fara coarde de capacitati (k) LC fara ramuri de inductante (l) LC (generala) (m) RLC (generala) Datele de intrare sint oferite ca o succesiune de cvintripleti de numere : primul numar indica ramura, al doilea numar indica tipul sau in concordanta cu conventia facuta in problema 39, al treilea numar indica nodul din care porneste latura, al patrulea numar indica nodul in care soseste latura, si al cincilea numar indica valoarea parametrulu i asociat laturei (zero pentru toate sursele independente) Presupunem ca evaluarea sectiunii "prin programul de la problema 40* este accesibila P 42 Combinam programele problemelor 39* si 40* cu fiecare din cele ale problemei 41* pentru a obtine un singur program care, pornind de ia datele de intrare ale problemei 41*, sa determine ecuatia de stare a retelei pentru fiecare din tipurile retelelor enumerate in problema 41* Solutii integrale Am ajuns acum la stadiul in care fiind data orice retea liniara, rvarianta in timp si o excitatie arbitrara, se poate obtine raspunsul com-Metodele in domeniul frecventei complexe din capitolele 2 si 3 sint •*e utile in determinarea unei expresii analitice pentru raspuns in * "icular cind reteaua nu are energie initial acumulata am vazut ca -s poate fi caracterizata prin functia sa de transfer Deci nu este neaparat l -ar ca reteaua sa fie data, atit timp cit functia sa de transfer este -uoscuta Metodele in domeniul timp din capitolul 4 sint de asemenea utile in   ilirea unei expresii analitice pentru raspuns, dar ele sint indeosebi -vate evaluarii numerice a raspunsului in domeniul timp Ca si in cazul metodelor in domeniul frecventei complexe, daca -*- iua nu are energie initial acumulata, atunci nu este nevoie ca ea sa - data; este suficient a cunoaste relatia integrala ce da raspunsul ei in i L ’ie de excitatie in acest capitol ne vom ocupa mai intii de problema determinarii unsului unei retele la o excitatie arbitrara — in cazul in care nu se Li reteaua dar se cunoaste raspunsul ei la anumite excitatii standard, r entru a defini aceste excitatii standard se vor folosi functiile treapta si zipuls unitate Vom stabili rezultate analitice folosind ambele metode, in ' eniul frecventei complexe si in domeniul timp in plus, vom trata :   • denia obtinerii rezultatelor numerice in domeniul timp Pentru inceput, sa facem legatura intre raspunsul retelei in domeniul : - ventei complexe si raspunsul in domeniul timp Pentru realizarea aces-scop avem nevoie de un rezultat din teoria transformatelor Laplaee i - trece acest rezultat este probabil mai putin familiar decit cele obisnu-?um ar fi dezvoltarea in fractii partiale, vom consacra o anumita parte ; rezentului capitol, discutarii lui 330 5 SOLUtii iNTEGRALE 5 1 TEOREMA CONVOLUtiEi Presupunem ca o retea neavind energie initial acumulata este excitata de o sursa de tensiune si sau curent la diferite intrari si se cere a se determina tensiunile si sau curentii la iesirile ei in fig 5 1 este dat un exemplu; in circuitul reprezentind un amplificator exista o sursa de tensiune si o sursa de curent Raspunsurile cerute sint cele doua tensiuni ve si vQ si curentul if Transformatele vectorilor excitatie si raspuns pentru acest circuit sint dupa cum urmeaza : E(s)=^[e( )] = Лі(") 1 i ffS (A') W(s)= X w( ) = i o (s) w Іл (d presupunind ca e(t) este transformatul Fie H(s) matricea functiilor de transfer, denumita matrice de transfer, legind transformatele excitatiei si raspunsului Atunci transformata raspunsului poate fi scrisa: W (s) = H(s) E(s) (1) in acest exemplu, H este de ordinul (3,2), dar relatia este cu totul generala in cazul general E este un p-vector; si W, un r-vector; deci И este de ordinul (r, p) Fiind cunoscut W (e), in majoritatea cazurilor se gaseste w(t) facind dezvoltarea in fractii partiale a lui W(s) calculind apoi transformata inversa pentru fiecare termen din dezvoltare Ceea ce dorina sa facem acum, este sa exprimam atit H(s) cit si E(s) in raport cu functiile de timp ale caror transformate sint Presupunem ca H(s) este transformata unei 5 1 TEOREMA CONVOLUtiEi 331 matrice de functii avind puncte ordinare x) Daca putem exprima rezultatul calculelor urmatoare asupra acestor functii de timp in forma : W(S) = f( )e-s4 , atunci, din definitia transformatei Laplace, putem trage concluzia ca termenul inchis in paranteze este vectorul raspuns dorit Ceea ce intentionam sa facem nu depinde de interpretarea lui H(s) ca o matrice de transfer si a lui E(s) ca vector excitatie De aceea vom folosi in cursul dezvoltarii de mai jos o notatie mai generala Fie F j(s) si F 2(s) transformatele Laplace ale matricelor de functii  ^i(i) = [ iW(0J si ^(0 = ЕЛуШЪ respectiv; adica, (3 a) (3 b) Am folosit variabilele auxiliare и si v in locul lui t, pentru a evita confuzii in dezvoltarea ulterioara Presupunem ca produsul matricelor F1(s)F2(s) este definit Atunci gasim : F(s) — Fj(s) F2(s) F(s) = F1(")F2 (s) (4) Ultima egalitate este evident justificata caci fiecare integrala din lindul 1 doilea este o constanta in raport cu cealalta variabila de integrare Produsul integralelor din membrul al doilea poate fi inteipietat ca o integrala dubla calculata pe un plan ale carei axe coordonate sint и si v integrarea trebuie sa fie facuta pe intreg cadranul intii asa cum se arata in fig 5 2 a Vom face acum o transformare de variabile dupa cum urmeaza : t M + r, (5) T = " 1) Functie in sensul obisnuit al cuvintului, iar in lucrarea de fata fiind continua, sau continua pe portiuni sau local integrabila Aceasta pentru a face deosebirea intre functiile obisnuite si cele generalizate definite in Anexa 1 (N T ) 332 5 SOLUtii iNTEGRALE in realitate, a doua din relatiile de mai sus este o transformare identitate si este introdusa numai pentru claritate Acum trebuie sa exprimam integrala dubla in functie de noile variabile Elementul de suprafata dw dv referitor la variabilele initiale este legat de elementul de suprafata dx dt referitor la noile variabile prin Jacobianul transformarii: astfelx), Fig 5 2 Domeniul de integrare ' du dv d u dv = dt du dv dxdt dx dt Calculind derivatele partiale din (5) si substituind aici se obtine rezultatul dv dt = du dv Pentru a completa schimbarea de variabile trebuie sa determinam noile limite de integrare Observam ca deoarece t = u + = т -f- si deoarece v ia numai valori pozitive, t nu poate fi mai mic decit t Dreapta t = t in planul t—t este bisectoarea primului cadran; astfel domeniul de integrare este suprafata cuprinsa intre aceasta dreapta si axa t, asa cum se arata in fig 5 2 b Pentru a acoperi aceasta suprafata, integram mai intii in raport cu т de la v = 0 la т = t; apoi integram in raport cu t de la 0 la infinit Cu schimbarea de variabile data in (5) si cu limitele schimbate asa cum s-a discutat, din (4) obtinem : (7) Aceasta este exact de forma (2), astfel incit putem identifica cantitatea dintre paranteze ca ^(t) Este clar ca daca in (3) scriem Fj(s) in functie de variabila auxiliara v si F2(s) in functie de u, atunci in rezultatul dat de (7) argumentele lui si vor fi schimbate intre ele Ca 1 Vezi Wilfred Kaplan, Advanced Calculus Addison-Wesley, Cambridge Mass 1953 p 200 5 1 TEOREMA CONVOLUtiEi 333 urmare, rezultatul final poate fi scris in cele doua forme diferite echivalente : (3) (9) Operatia executata asupra celor doua matrice (t) si ^2 (t) reprezentata de aceste doua expresii se numeste convolutie Spunem ca s-a efectuat produsul de convolutie al matricelor Convolutia a doua matrice este adesea notata prin notatia prescurtata * ^2- Putem enunta rezultatul ie mai sus sub forma unei teoreme, dupa cum urmeaza Teorema convolu-tiei — Fie doua matrice ^(t) si  Ffd') transformabile Laplaee si avind trans-  armatele FT (s) respectiv F2 (s) Produsul lui Fj (s) cu F2 (s), daca ele se pot • multi, este transformata Laplaee a produsului de convolutie al lui  ^r1(i) prin ^2(t) = F(s) = F^F^s), (10) unde &(t) = ^2 =   ^і(т)Я2(і — r)dr =   ^(t — t) ^2(т)йт (11) -0 -o Deoarece folosim inca notatia generala, sa enuntam inca un rezultat util referitor la derivata produsului de convolutie a doua matrice Daca cele doua matrice (t) si ^(t), sint transformabile Laplaee si in plus -int derivabile pentru t>0 (ele trebuie sa fie numai continue la t = 0), tunci produsul lor de convolutie va fi de asemenea derivabil pentru t >0 Derivata va fi Se (t) = (' ^ ( t) >2 (t - t) Йт + (t) ^2(0) Jo (12) sau (13) unde punctul indica derivarea in raport cu t Aceste expresii pot fi obtinute aplicind formula lui Leibnitz de derivare sub integrala De fapt, putem observa ca in realitate nu avem nevoie de ipoteza ca ^(t) si ^2(t) 334 5 SOLUtii iNTEGRALE sint ambele derivabile — Daca una din functii este derivabila si cealalta continua, atunci produsul de convolutie este derivabil Desi toate relatiile precedente an fost scrise in forma matriceala, rezultatele sint desigur valabile la fel de bine si in cazul scalar, un scalar fiind un vector unidimensional Astfel, pentru scalari, (8) si (9) devin : f(t) = t fi (t   )f2( )dt Jo 5 2 RaSPUNSUL LA iMPULSUL UNiTATE Sa ne reintoarcem la problema initiala a gasirii raspunsului w(t), al unei retele neavind energie initial acumulata, avind matricea de transfer (H(s), la excitatia e(t) Reamintim ca ii(s) trebuie sa fie transformata unei matrice de functii avind puncte ordinare pentru a putea aplica teorema convolutiei Aceasta implica faptul ca H(s) tinde la O cind s tinde la infinit in interiorul domeniului de convergenta pentru H(s) Fie Ws (t) transformata inversa a lui ll(s); adica; ^-"{H (•)} - W, (t), (14) motivul alegerii acestei notatii se va vedea in cele ce urmeaza Teorema convolutiei aplicata lui (1) furnizeaza rezultatul Acesta este un rezultat semnificativ Folosind aceasta expresie putem exprima raspunsul in domeniul timp al unei retele la o excitatie arbitrara e(t) in functie de transformata inversa a matricei de transfer a retelei 5 2 RaSPUNSUL LA iMPULSUL UNiTATE 335 Este posibila si o alta interpretare, daca in discutia noastra admitem functia impuls unitate x) O astfel de interpretare nu este absolut necesara deoarece (15) este ie 'ine statatoare Totusi, interpretarea de mai jos este folositoare in numite ocazii De exemplu, folosind aceasta interpretare se poate gasi n mod experimental o buna aproximatie pentru W8 (f) Presupunem ca toate excitatiile sint zero cu exceptia celei nurne-: rtate cu j si ca aceasta este un impuls in acest caz, vectorul excitatie notat prin es; ( ), are toate componentele egale cu zero cu exceptia celei  ie ordin j, acesta fiind functia impuls 8(t) Putem privi e8?(f) ca fiind □ioana j a unei matrice a excitatiilor E8 (t), de dimensiuni p x p Astfel, de exemplu Г 0 1 8(Z) e82(Z) = 0 0 'te al doilea vector coloana al matricei excitatiilor 8(t) 0 0 0 Es(i) = 0 8(t) = S(i)U o 0 S(i) in mod analog, fie vv8J ( (i); adica w8, (f) este multimea tuturor raspunsurilor scalare, atunci cind exista excitatie la o singura intrare si aceasta excitatie este un impuls Sa aran- x) Functia impuls 8(1) nu este o functie avind puncte ordinare; ea este o functie generalizata in mod simbolic, putem folosi relatii matematice ce contin functia impuls unitate si derivatele sale, asa cum folosim relatii pentru functiile ordinare Pe de alta parte, rigurozitatea matematica implica considerarea fiecarei functii ca o functie generalizata si fiecare operatie i fiind definita in spatiul functiilor generalizate O scurta tratare a teoriei functiilor generalizate este data de Anexa 1 Aici este suficient sa observam ca functia impuls satisface relatiile f b de mai jos Pentru a b   8 (f — t) d? = 1, Pentru valori ale lui -rin afara intervalului [a, 6] fiecare din integralele de mai sus devine zero 336 5 SOLUtii iNTEGRALE jam acesti vectori ww in coloanele unei matrice r x p, notata W8 ( ) si numita raspunsul la impulsul unitate al retelei —Observam cu atentie ca We(i) este un set (multime) de vectori raspuns avind cite o coloana pentru fiecare coloana a lui Es (t) Astfel Ws (t) nu este un raspuns observabil in timp ce fiecare din coloanele sale este un raspuns observabil Pe de alta parte, suma elementelor in fiecare linie а lui Ws (t) este un raspuns observabil (scalar) si anume raspunsul la suma tuturor excitatiilor x), aceste excitatii fiind toate impulsuri Sa ilustram aceasta cu exemplul din fig 5 1 e"i (0 = '8(0' 0 е"г(0 —   0 • 8(0 Ee (t) = 8(t) 0 0 8(t) woSl(0 -wo- ^61(0 wo- w61(t) = (0 ’ waa (t) = • Wa(t) = Ve81(0 "e82(0 -Lsi (0-  *782(1)- Lsi (0 *762 (О' in final, suma elementelor din prima linie a lui Ws (t) (adica, vosi(O + 4-  о8г(О) este tensiunea v0(t) cind fiecare din cele doua surse din figura este un impuls Sa consideram transformatele Laplace Deoarece Es (t) = 8 (t) U avem ^{Es(0} = ^{3(0U} =U (16) Ecuatia (1) leaga coloanele corespunzatoare ale transformatelor lui E6 (t) si Ws(t) Deci folosind (16) obtinem 2?{Ws(0} =H(")^{E5(0} - ii (s) (17) sau echivalent Ws(t) = ^-i{H(s)} (18) Ultima ecuatie exprima faptul ca transformata inversa, a functiei de transfer a retelei este egala cu raspunsul la impulsul unitate al retelei Am anticipat acest rezultat folosind notatia din relatia (14) Sa ne reintoarcem la (15) Observam ca aceasta ecuatie exprima faptul ca fiind cunoscut raspunsul la impulsul unitate al unei retele nea- 11 Se aplica la toate intrarile impulsuri si se observa raspunsul la iesirea corespunzatoare liniei lui Wg(0, numarul total de iesiri fiind г (N T ) 5 2 RaSPUNSUL LA iMPULSUL UNiTATE 337 l x(t0) + У е^ 1) 5 3 RaSPUNSUL LA TREAPTA UNiTATE 343 Deci, din (21), pentru O^Z^l, rezulta ’ 0 ' 12  in intervalul  >1 integrala de la 0 la t trebuie sa fie scrisa ca suma a doua integrale, prima de la 0 la 1, a doua de la 1 la t Excitatia in primul interval este CjP) = 2Z, aceeasi ca in caculul de mai sus Deci in calculul urmator este suficient a inlocui limita t prin 1 in integrala precedenta si apoi a se calcula integrala a doua Observam ca nu se inlocuieste Z = 1 peste tot in integrala calculata mai sus ci numai in contributia ce vine de la limita superioara Astfel, pentru Z^"l ,,, 12 W(Z) = у у (1 - e-1) e-d-1) + b (1 - e-6) e-6(i-4 + 2 ’ -о   + y(l - 3-1) e-('-i) + у (1 - е-в)е-в(і-і) - 12 12 Cititorul poate executa in detaliu calculele de mai sus si verifica faptul ca ambele expresii dau aceeasi valoare pentru w la Z=l 5 3 RaSPUNSUL LA TREAPTA UNiTATE in paragraful precedent am stabilit ca raspunsul unei retele neavind energie initial acumulata poate fi gasit simplu daca se cunoaste raspunsul la impulsul unitate al aceleiasi retele in acest paragraf vom arata ca 344 5, SOLUtii iNTEGRALE aceiasi concluzie este valabila si in cazul cunoasterii a ceea ce vom numi raspunsul la treapta unitate al retelei Presupunem ca toate excitatiile sint zero, cu exceptia celei de rang j, care este o treapta unitate Notam prin (t)un vector excitatie avind toate elementele egale cu zero cu exceptia celui de rang j, aceasta fiind o treapta unitate w(t) Putem privi eUJ- ca fiind coloana j a unei matrice p X p, E"(t) Astfel de exemplu atunci folosind (31) pentru Wu si introducind in (15) obtinem din nou integrala de eonvolutie Sa folosim cea de a doua forma a lui (44) care va fi mai simpla decit prima forma deoarece !>,( — t) = 2[u(f— t)—u(t— t— 1)| care este pur si simplu pulsul dreptunghiular din fig 5 7 deplasat cu t unitati Deoarece e(0) = [^(O)] = 0, obtinem pentru O^Z = 1 J"=l Jo (55 Dar vectorul we t) este raspunsul cind intrarea j este excitata de un impuls unitate la momentul zero iar toate celelalte intrari au excitatia zero Astfel, in cazul retelelor cu mai multe intrari si iesiri, o interpretare potrivita a lui (52) este urmatoarea : raspunsul la excitatia e( °т = о ,'O in aceasta dezvoltare am presupus ca excitatia este o functie continua si ca valoarea initiala este zero Presupunem acum ca ea ai e discontinuitati de valoare y; in momentul de timp tt, respectiv Vom considera o valoare nenula initiala ca o discontinuitate la t = 0 Excitatia totala va fi atunci e(i) + ( 8[(4-A-)7’) 7,0 3,0 0,5 0,0 — 6 H>8[(l-A)7Je(A'7) 14,0 8,1 2,0 0,0 — 7 u>s[(6-A)7| 8,5 9,0 7,0 3,0 0,5 8 н>5[(6-к)7|е(АТ) 17,0 24,6 28,0 24,0 6,0 9 ws[(8-A)7’] 2,5 6,0 8,5 9,0 7,0 10 h>8[(8 —A) 7']e(A-7) 5,0 16,2 34,0 72,0 84,0 11 a>s[(10-A-)7'] -1,7 -0,3 2,5 6,0 8,5 12 ">8(10-A)T]c(AT) -3,4 -0,81 10,0 48,0 102,0 l abe и 5 1 б 7 8 9 10 6,0 2,5 -0,3 -1,7 — 11,0 6,0 2,5 0,5 0,0 — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — 0,0 — — — — 0,0 — — — — 3,0 0,5 0,0 — — 33,0 3,0 0,0 — — 9,0 7,0 3,0 0,5 0,0 99,0 42,0 7,5 0,25 0,0 358 5 SOLUtii iNTEGRALE fara a avea de integrat functii Pentru a face afirmatia mai clara, sa gasim raspunsul aproximativ la t T = 2,4,6,8, si 10 pentru exemplul din fig 5 10, folosind valorile date in tabelul 5 1 (intervalele alese sint prea mari pentru a obtine o buna precizie dar sint suficiente pentru ilustrarea procedeului) Liniile 1 si 2 ale tabelului contin valorile e(l:T) si w6(fcT) citite din grafice Liniile numerotate impar, si anume cele asociate cu ws [(" — a)T], n — 2,4,6,8, si 10 se obtin copiind linia 1 in ordine inversa incepind cu coloana corespunzatoare lui к = = n —1 Elementele in fiecare din aceste linii multiplicate cu coeficientii corespunzatori din linia 2, formeaza coeficientii liniilor numerotate par si anume cele asociate cu wa[(n—k)T] e(kT) Suma coeficientilor de la k—1 la к = n in fiecare din liniile numerotate par este we (nT)!T Astfel v 2 4 6 8 10 wt (nT) T 1,0 24,1 99,6 247,2 304,54 Acest calcul ne furnizeaza valori numerice pentru raspuns in citeva puncte alese Valorile finale tabelate constituie o secventa in timp Cu aceste valori, seria in timp poate fi scrisa w(0 =   we (nT)TS(t-nT) =     [(n-k)T]e(kT)T}8(t-nT)T (66) n n-1 1 = 1 Aceasta metoda de reprezentare printr-o serie in timp conduce la asa numita metoda de analiza prin transformata — z folosita in sistemele cu esantioane Acelasi concept al seriilor in timp este de asemenea folosit in sinteza in domeniul timp Adesea problema de sinteza este specificata cu ajutorul unei curbe pentru excitatia e(t) si a unei curbe dorite pentru w(t) Atunci una din metode este de a reprezenta e(t) si w(t) ca serii in timp utilizindu-se apoi ecuatiile simultane date de (66) pentru a gasi seria in timp pentru ws(t) Pentru sinteza se trece apoi la gasirea lui H(s) Problemele matematice ce se ridica sint totusi prea numeroase pentru a discuta mai in amanunt aceasta problema in capitolul de fata; astfel vom lasa aceasta aplicatie cursurilor specializate in sinteza Retele cu mai multe intrari si iesiri Sa examinam modificarile necesare in cazul retelelor cu mai multe intrari si iesiri Seria in timp pentru e(t) va fi e(t) =   e(kT)8(t—kT)T (67) fc-1 5 5 SOLUtii NUMERiCE 359 Raspunsul la aceasta serie in timp pentru нТ^Л r Tx(0) +   erf n -1,60 -3,36 -3,72 -9,06 -16,6 tvK (nT) 1,20 2,49 3,20 6,03 11,7 ut(nT) -1,20 -2,42 -4,02 4,50 -10,2 Erori transmisibile in evaluarea numerica a lui xt(nT) conform relatiei de recurenta (75) apare un tip special de erori Orice eroare in valoarea numerica a lui e(nT) se transmite si genereaza erori in x((nT) cu m>" Similar, o eroare in x(0) se transmite si genereaza erori in x((mT) Pentru a capata o idee asupra modului in care aceste erori se transmit pe parcursul calculelor, presupunem ca e{nT) este cunoscut corect pentru orice n cu exceptia lui n = n0 Fie e(n0T) = ea(n0T) 4- t unde ea(n0T) este valoarea reala iar C un vector eroare Presupunem de asemenea ca x(0), ss'T39 si T sint cunos-cuti corect Fie acum xa({nT) valoarea lui xe- (nT) pentru ri^n0 cind e(n0T) se inlocuieste cu е"(п0Т) Atunci prin aplicarea succesiva a relatiei de recurenta pentru n = n0, n0 4-1, ,w, gasim x, ("0T) = X  (n0T) + MtT si pentru n^n0 x,(nT) = rt*{nT) + (s^r; ^tT (77) Observam ca eroarea & tT in raspunsul de stare la n0T se transmite si produce o eroare in raspunsul de stare la nT, egala cu eroarea in x Вт (79) eroarea propagata in xe-("T), presupunind ca n>m O problema de mare importanta este studierea modului in care se comporta "marimea" erorii cind n creste Aici ne ocupam insa de vectori eroare • prin urmare va trebui sa specificam aceasta "marime"; definim "marimea" unui vector in raport cu norma sa Pentru reimprospatarea cunostintelor asupra normelor vectorilor si matricelor se poate vedea cap 1 Acolo, norma unui vector e a fost notata cu і|е'| si definita ca un numar nenegativ avind proprietatile: 1 ||e|| = o daca si numai daca e = 0 2 || as | = | a iU   И, unde a este un numar real sau complex 3 | + e2|| unde este valoarea proprie a lui К* К cu cea mai mare valoare absoluta (836) j|K 1", = max V fcl7|, valoarea normei vectorului linie avind cea mai mare norma-suma de valori absolute (83c) Sintem interesati in determinarea normei erorii in raspunsul de stare, in particular dorim sa cunoastem in (79) daca ||"" || m in aceasta ecuatie cele doua erori sint legate prin matricea (s-°'r) Luind norma ambilor membrii ai relatiei (79) si folosind (81) si (82) obtinem ll" ll 0 Fie acum Ko cea mai mica valoare negativa a lui К astfel 368 5 SOLUtii iNTEGRALE incit Л' r2> У T; atunci pentru orice К avem i T (7l+2) у (ii ^11 ТУ = 1 А   к + 2 J д ||j || T К + 2 Substituind acest rezultat in inegalitatea precedenta, gasim penti u К >K0 ca iM|A'+1 TK+l 1 (ЛГ + 1) ! , 7’ A'+ 2 (92) Partea dreapta a ecuatiei constituie o margine superioara pentru norma lui B Sa ne reintoarcem la norma lui c-*T Daca se inlocuieste T prin — T in relatia (85), obtinem seria de puteri de definitie pentru е *г; astfel   —д Т ьо * aZi* 1 ir Se poate calcula usor o margine superioara pentru Gasim 00 11 11 * 7’i ii e-^|| ||з ||Т Deoarece || j || T = O,4, gasim ca Ko = 0 Astfel din (95), trebuie sa gasim n К 0 inclt sa avem 0,4^+! 222 2 - e0,4 dt df dt y(0+) = j)(0+) = 0 Sa se gaseasca o formula explicita pentru у (t) (solutia), gasind mai intii s+3 s2+2s + l PROBLEME 377 Sa se foloseasca aceasta formula pentru aflarea solutiei cind f(f) este P ll Pulsul de tensiune triunghiulara aratat in fig 5 11a se aplica circuitului din fig a Pllb Sa se calculeze raspunsul tensiune de iesire pentru orice moment de timp, folosind teorema convolutiei P 12 Sa se demonstreze teorema translatiei (deplasarii) din teoria transformatei Laplace folosind teorema integralei de convolutie P 13 Pulsul trapezoidal aratat in fig 5 P13a se aplica circuitului din fig P5 13b Sa se gaseasca raspunsul tensiune de iesire folosind teorema convolutiei 378 5 SOLUtii iNTEGRALE P 14 Circuitului din fig 5 P 14 a i se aplica drept excitatii doua surse de tensiune Tensiunile ca functii de timp sint aratate in fig 5 P 14, b Folosind teorema convolutiei sa se calculeze raspunsurile indicate pe figura si anume v, si f2, in functie de timp P 15 Sa se demonstreze ca Цг^З’Ц P i6 Circuitului din fig 5 P 11 b i se aplica o excitatie data de Sa se gaseasca impulsul aproximativ al circuitului pentru 0 (Ы > (c) -i o -2 -1 1 -1- P 24 Sa se repete Problemele 21 si 22 dupa inlocuirea lui j , Q>, x(0) si  4 prin x(0) = ', f4 = ' P 25 Sa se repete problema 21 inlocuind e(i) si x(0) cu fiecare din urmatoarele : (a) e(f) = [fe-(], x(°) = 1° °1' (b) e( ) = [sin i], x(0) = ' (c) e(0 = , x(0) = ' (d) e(Z) = [u(Z)-e-2 (i) Acest lucru sugereaza o metoda de calcul a unei aproximari a lui r(t) : (a) se a aproxima e prin segmente de drepta, (b) se va deriva o data, pentru a obtine o aproximare ' trepte a lui e (sau de doua ori, pentru a obtine o aproximare cu o succesiune de impul-  ari a lui ё), (c) se va gasi raspunsul lui N la aproximatia lui ё (sau ё) si (d) se va integra data (sau de doua ori) pentru a obtine raspunsul aproximativ Folosind aceasta metoda, mtru raspunsul la impulsul unitate sau raspunsul la treapta unitate, sa se calculeze raspunsul aproximativ al circuitelor din fig 5 P 4 pentru excitatiile din fig 5 P 5 Urmatoarele patru probleme implica pregatirea unui program pentru a ajuta in ?narea solutiei anumitor probleme in fiecare caz, sa se stabileasca o organigrama si un set ' instructiuni de program intr-unui din limbajele de utilizare de exemplu FORTRAN iV, intru un calculator numeric in scopul efectuarii calculelor problemei Sa se includa in program set de instructiuni de utilizare P 31* Sa se scrie un program pentru evaluarea lui vvf' (nT) pentru n = 1,       N conform (16) dt 6 1 POLi, ZEROURi si FRECVENtE NATURALE 383 ide x, e si w sint respectiv vectorii de stare, de excitatie si de iesire Ulti-inl termen din cea de a doua ecuatie poate sa apara numai cind un ele- ent al vectorului de iesire este un curent printr-un condensator si sursa - tensiune independenta pe contur, sau o tensiune pe bobina si sursa de orent independenta pe sectiune Presupunind conditii initiale nule, luam transformatele Laplace ale estor ecuatii, rezolvam prima din ele pentru X(s) si substituim in cea de doua Rezultatul va fi x): X(s) = (eU - j )-1^E(s), W (s) = {% (sU — ja )-1 Я +9 + s2>}E (s) (2fc) Termenul din acolada este matricea de transfer H'-s), in care fiecare din -lemente este o functie de circuit Astfel: H (") = ^("U - j )-1 + 9 + s9 " examinam aceasta expresie cu atentie Ultimii doi termeni indica o -latie directa intre excitatie si raspuns fara interventia vectorului de sta-Acesti termeni deteimina comportarea raspunsului cind s tinde catre m'mit De fapt asa cum s-a observat in ultimul capitol 9 este matricea -ziduurilor lui H(s) la infinit in primul termen din (3) 2? si sint matrice de numere reale Variata complexa s apare numai in (sU—Notind d(s) polinomul carae "-A+ + b,X+••• 4-^ + b’o ’ F(s) = К (s-"P1) ("-s",) • ••(S-SpJ Deoarece fiecare din matricele j , si din membrul drept al lui (3) sint matrice de numere reale si F(s) reprezinta orice element al lui ll(s), toti coeficientii lui s din (5 a) trebuie sa fie realix) Daca s ia numai valori reale in (5 a), atunci F(s) va fi real O functie de variabila complexa 1) Acest enunt trebuie privit in mod obisnuit, deoarece este posibil a multiplica fiecare coeficient din numarator si numitor printr-un numar complex arbitrar, fara a schimba functia Aceasta dificultate este depasita facind, sa zicem, coeficientul puterii celei mai mari a numitorului sa fie egal cu unitatea 6 1 POLi, TEROURi si FRECVENtE NATURALE 385 care este reala cind variabila este reala, se numeste functie reala Astfel, functiile de circuit sint functii reale de s Din aceasta rezulta imediat jroprietatea de reflexie, anume F(s) = F(8); (6) dica functiile de circuit iau valori conjugate in punctele conjugate din planul complex Sa privim cea de a doua forma a lui (5) in care sint pusi in evidenta polii svk si zerourile 80k Pina la un factor de multiplicare K, functia de ircuit este complet determinata de polii si zerourile sale care ii determina Planuls n Fig 6 1 Reprezentarea poli-zerouriior proprietatile analitice De fapt, polii si zerourile dau reprezentarea unei functii de circuit asa cum este ilustrat in fig 6 1 Zerourile sint reprezen-' ite prin cercuri si polii prin cruciulite Acestor reprezentari le spunem iagrame poli—zerouri Proprietatea de reflexie (6) implica faptul ca polii Pot fi obtinute si alte forme daca puterile para si impara ale lui s sint grupate atit la numaratorul cit si numitorul lui F(s) Astfel scriem Wi(s) 4- >ii(s) - f m2(s) 4- n2(s) (10) unde тх si m2 sint polinoame pare, iar si n2 sint polinoame impare tinind seama de aceasta in (9), avem Par F(s)= тл(8)т2(8) — Пі(8)П2(8) m22(s) — n22(s) (11a) imp P(s) = "i(s)m2(s)—^(з)"^) m22(s) — n22(s) (116) 6 1 POLi ZEROURi si FRECVENtE NATURALE 387 Notam ca numitorul este acelasi atit pentru partea para cit jsi pentru i ar tea impara a lui F(s) si este un polinom par Numaratorul lui Par F(s) este par si acela al lui imp F(s) este impar, asa cum, de fapt, trebuie sa fie Este interesant de a observa unde sint situati polii lui Par F(s) (si de asemenea ai lui imp F(s)) Din (9) rezulta clar ca Par F(s) are polii lui F(s) si F(-s') Dar polii lui F(—s) sint imagini ale polilor lui F(sj glindite in raport cu axa imaginara Aceasta poate fi ilustrat luind urmatoarele functii F(s) si F(—s) : (s + 1) (s2 + 2s + 2) ’ F(-s) = m1 — nl ( —8 + 1) (s2 — 2s + 2) E > ) are un pol pe axa reala negativa si un pol complex conjugat in semi-i lanul sting Polii lui F(—s) sint imaginile oglindite ale acestora, asa cum ste aratat in fig 6 2 Par F(s) are toti polii din fig 6 2, atit pe cei din -emiplanul sting (s p s) cit si din semiplanul drept (s p d) Reprezentarea polilor din fig 6 2 poseda o anumita simetrie O re-; rezentare a polilor care are simetrie in raport atit cu axa reala cit si cu xa imaginara se spune ca are o simetrie cuadrantala Astfel spunem ca olii lui Par F(s) si imp F(s) au simetrie cuadrantala Fig 6 2 Polii lui Par F(s) Functia F(s) specifica o valoare a lui F pentru toate valorile corn-, vlexe ale lui s Dintre toate valorile lui s, de un interes deosebit sint acelea de pe axa j , (12 unde semnificatiile simbolurilor sint evidente Sa consideram relatia (9) presupunind ca s = j ) Deoarece Ft —ja) = F{ju)— =F(ja>) din (6) vedem ca Par F (ju) = i [J? (ja) + F (jco) J = Re F (ju) = li (со), (13u imp F (j Aceasta inseamna ca partea reala a unei functii pe axa j Enunturi similare se pot face pentru modul si faza Astfel, utilizind notatia din (12) putem scrie patratul lui F(jco) dupa cum urmeaza : F’ (jco) = F (jco) F (—jco) = [J’(jco) |2 J(-J") Prin urinare ^(joi)!2 = F(jco)P(-jco), (14a) 2j P(-jw) inlocuind со prin —со vedem ca modulul la patrat este o functie rationala para de со Observam ca |jF(jco) |2 este valoarea functiei rationale pare 6'(s) = F(s)F(—s) pe axa jco Este interesant de notat ca atit polii cit si zerourile lui G(s) apar in simetrie cuadrantala, proprietate a oricarei functii rationale pare 6 2 FUNCtii DE FAZA MiNiMA 389 Pentru faza avem Ф( —w) = —  in 2j F ( Jm)  F(" 1 F № 2j inP(-j") Ф(ы)   (15) Prin urinare, sintem tentati a spune ca faza este o functie impara de w insa faza este o functie multiforma De aceea, afirmatia de mai sus este intemeiata numai daca raminem pe o suprafata Eiemann adecvata Functia de intirziere O functie de transfer va fi numita ideala daca este de forma P(s) = s ST Pentru 8 == jo modulul este identic egal cu unitatea si faza este proportionala cu numitorul lui Ffs) cu factorii din semiplanul sting (s-f-e0) (*+^o) =  ?"(*)• Rezultatul va fi: ВД = ^-Pt[-s)Ft8)=Ft(,) P^- = F2(S) Fo("), (20) Ps(8) Р,(в) unde = ijLji = (*-*<>)("-* ") (21 ( Pi(s) ( +so) (*+ o) Sa definim o functie trece tot ca o functie de transfer avind toate zerourile in semiplanul drept si toti polii ea imagini ale zerourilor sale in semiplanul sting Rezulta prin urmare ca o functie trece tot are modulul egal cu unitatea pentru toate valorile lui 8 = j 0) (23) Acest rezultat ne arata ca pentru toate frecventele pozitive faza unei functii avind zerourile in semiplanul drept este mai mica decit aceea a functiei obtinuta cind o pereche din aceste zerouri este inlocuita cu imaginea •a din semiplanul sting Acest procedeu de exprimare a unei functii de transfer ca produsul sltor doua poate fi repetat in fiecare etapa o pereche de zerouri complexe, •au un zero real din semiplanul drept, pot fi inlocuite cu imaginile lor din semiplanul sting Se obtine astfel o succesiune de functii, din care si T- sint primele doua Fiecare factor al succesiunii va avea mai putine zerouri in semiplanul drept decit cel precedent Ultimul factor din aceasta succesiune nu va mai avea zerouri in semiplanul drept Fie el Fm(s) Prin iefinitie Fm(s) este o functie de faza minima Folosind (23) si rezultatele -miilare pentru celelalte functii, putem scrie arg Fi(j 0) (24) Fiecare din functiile din acesta succesiune va avea acelasi modul pe axa dar fazele vor fi progresiv mai mari in mod paradoxal, functia de faza inima va avea faza cea mai mare (algebric, dar nu in mod necesar in odul) Motivul acestei nepotriviri este urmatorul Am definit functiile ie transfer ca rapoarte ale transformatei Laplace a iesirii la transformata L place a intrarii Cind conceptul de faza minima a fost introdus pentru r: inia data de Bode, el a definit functiile de transfer ca rapoarte ale trans-: imatei Laplace a intrarii la transformata Laplace a iesirii Cu o astfel definitie, inegalitatile din (24) vor fi inversate si functia de faza minima ' avea, algebric, faza cea mai mica in fiecare etapa din procedeul de mai sus se obtine o functie trece   de ordinul doi, sau de ordinul unu Produsul unui numar oarecare de : mctii trece tot este din nou o functie trece tot Rezulta ca orice functie   transfer de faza neminima poate fi scrisa ca produsul unei functii de faza я  ’ ima si al unei functii trece tot, adica F(s) = Fm(s)Fa(s), (25) unde Fm este o functie de faza minima si Fa este o functie trece tot 394 6 REPREZENTaRi ale functiilor de circuit Diferenta de faza Un alt rezultat se poate stabili considerind variatia fazei unei functii trece tot cind со creste de la zero la infinit Ecuatia (22) impreuna cu fig 6 3 a, arata ca schimbarea fazei ДФ, definita ca faza la plus infinit minus faza la ы = 0, pentru o functie trece te: de ordinul doi este —2те in mod similar, pentru o functie trece-tot de ord; nul unu putem gasi din fig 6 5 ca aceasta variatie, neluind in considerati-discontinuitatea la w =0, este ДФ = —те Este usor de apreciat ca pentru o functie trece tot de ordinul n variatia fazei este —nit, neluind in consideratie nici o discontinuitate la , f unctia defaza minima va avea |ДФ| mai mic decit functia de faza neminima corespunzatoare, deoarece ambele faze sint nepozitive Polinoame Hurwitz Sa consideram acum un alt aspect al functiilor de faza minima si neminima, anume relatiile intre coeficientii unui polinom si pozitiile zerou-rilor sale Polinoamele fara zerouri in semiplanul drept deschis sint numite polinoame Hurwitz Daca in plus aceste polinoame nu au zerouri nici pe axa jco se numesc polinoame strict Hurwitz Pe baza acestor definitii rezulta ca polinomul numaratorului unei functii de faza minima este Hurwitz 6 2 FUNCtii DE FAZA MiNiMA 395 O conditie necesara pentru ca un polinom sa fie Hurwitz este ca toti coeficientii sai sa aiba acelasi semn Aceasta insa nu este o conditie suficienta (verificarea afirmatiei se poate face usor luind un exemplu in care cel putin unul din coeficienti sa fie de semn contrar cu al celorlalti), inseamna ca anumite polinoame cu zerouri in semiplanul drept pot avea toti coeficientii pozitivi, sau toti coeficientii negativi, fara a fi polinoame Hurwitz Totusi, daca un polinom are toti coeficientii de acelasi semn exista o restrictie asupra pozitiei permise a zerourilor sale Restrictia este data de urmatoarea teorema uj Fig 6 6 Domeniu interzis pentru zerourile unui polinom fara coeficienti negativi Teorema 2 Daca un polinom real P(s) de gradul n are toti coeficientii de acelasi semn, el nu va avea zerouri in sectorul deschis al planului s dat de arg s | int date de polii admitantelor laturilor paralel (latura constituie un scurt circuit), sau de zerourile admitantelor laturilor serie (latura reprezinta intrerupere) Totusi, nu este adevarat ca un zero de transmisie trebuie >a apara intotdeauna in asemenea, puncte, ci numai ca acestea sint singurele puncte la care el poate sa apara Exemple in care un zero al admitantei laturii serie si un pol al admitantei laturii derivatie nu sint zerouri de transmisie sint date in problema 6 Aceste chestiuni sint foarte utile in sinteza circuitelor in scara Nu om mai insista aici asupra acestor chestiuni, dar subliniem ca afirmatiile Acute se utilizeaza in sinteza unei functii de intrare ca de exemplu im-pedanta de gol sau admitanta de scurt circuit a unui circuit in scara avind prescrise anumite zerouri de transmisie De asemenea, daca se pune pro- Fig 6 8 Circuite care ar putea fi de faza neminima : (a) T podit; (6) dublu T; (c) structura X  denia proiectarii unui filtru cu zerourile de transmisie in semiplanul drept, vom sti cel putin ca un circuit in scara nu poate realiza asemenea zerouri -ii deci ca trebuie cautate alte structuri Structurile cele mai simple ale caror functii de transfer pot fi functii • ie faza neminima sint structurile in T podit, dublu T si X, asa cum este ratat in fig 6 8 Daca ele sint intr-adevar structuri de faza neminima sau 398 6 reprezentari ale functiilor de circuit nu, depinde de tipul elementelor continute si de valorile lor Astfel circuitul dublu T din fig 6 9 va fi de faza minima pentru anumite valori ai-rezistentelor si de faza neminima pentru alte valori, dupa cum se vede iu cele doua cazuri particulare din figura Circuit de faza neminima Zer o unite de trans   misie ta: pentru 6t  =  2,28 G2 = 0,22 G3 = 90 Circuit de faza minima Zerouri te de transmisie ia: " s= 1±J3,-f pentru Gt — D-,28 62= 2,22 Бз^І^З Fig 6 9 Circuit dublu T care poate fi atit de faza minima cit si neminima Circuite de rezistenta constanta Am vazut in (25) ca o functie de transfer de faza neminima poate fi scrisa ca produs al unei functii de faza minima si al unei functii trece tot Acest lucru are mare importanta in sinteza Daca Fm{s) si Fa(s) pot fi realizate separat, interconectarea lor va da circuitul cerut Fie de exemplu conectarea in cascada a celor doi diporti aratati in fig 6 10, fiecare reali-zind una din cele doua tipuri de functii Din nefericire aceasta intereonec- Q  )— Diport de faza minima Diport trece tot Л Fig 6 10 Diporti conectati in cascada 6 3 CiRCUiTE DE FAZA MiNiMA si FAZA NEMiNiMA 399 tare nu constituie o realizare adecvata, din cauza ca folosirea celui de al doilea diport ca sarcina pentru primul ii modifica primului diport functia de transfer Daca s-ar putea face astfel incit cei doi diporti sa nu se influenteze unul pe altul, neexplicind deocamdata cum se realizeaza aceasta, atunci s-ar putea folosi conectarea in cascada O cale de eliminare a influentei reciproce este aceea de a face ca cei doi diporti sa fie circuite de rezistenta constanta, asa cum se arata in fig 6 11 Un’ circuit de rezistenta constanta este definit ca un diport a carui impedanta de intrare la o poarta este R atunci cind cealalta poarta este terminata pe o rezistenta R Astfel oricare ar fi functia de transfer a celui Fig 6 11 Diporti de rezistenta constanta conectati in cascada de al doilea diport din fig 6 11, impedanta de sarcina pe care el o prezinta la poarta de iesire a primului diport este R Cele de mai sus se aplica oricarui numar de circuite de rezistenta constanta conectate in cascada si indiferent daca diportii sint sau nu de faza minima Calculind impedanta de intrare se gaseste ca diportii din fig 6 12 inchisi pe rezistenta R sint de rezistenta constanta cu conditia ZaZ6 = = R2, adica atunci cind impedantele Za si Zb sint inverse in raport cu R2 Sa consideram acum ca fiecare din acesti diporti este terminat pe Fig 6 12 Diporti de rezistenta constanta cu ZaZb=R2 : (a) structuri X; (6) T podit: structura Г , ( ) (ondulatii egale), (33) 406 6 REPREZENTaRi ALE FUNCtiiLOR DE CiRCUiT unde a este un numar mic care controleaza amplitudinea ondulatiei со = 1 corespunde la capatul benzii de trecere si in ( ? Fig 6 16 Distributia polilor patratului modulului functiei de transfer Butter-worth de gradul n=4 in sfarsit, F(s) pentru n = 4 este (s — Si) (s — s2) (s — s3) (s — s4) (39) 1 1 + 2,613s + 3,414s2 + 2,613s3 + s4 Coeficientii polinoamelor Butterworth pina la gradul 10 si factorii acestor polinoame sint dati in tab 6 1, respectiv tab 6 2 Denumirea "maxim plat" a aparut ca rezultat al urmatoarei consideratii Scriem seria Taylor a functiei (32) pentru intervalul 0 4- ftjS + • • • bns' Nr n bl b2 bj b6 6 b7 b8 bfl 2 3 1,4142 2,0000 2,0000 4 2,6131 3,4142 2,6131 5 3,2361 5 2361 5,2361 3,2361 6 3,8637 7,4641 9,1416 7,4641 3,8637 7 4,4940 10,0978 14,5920 14,5920 10,0978 1,4940 8 5,1528 13,1371 21,8462 25,6884 21,8462 13,1371 5,1258 9 5,7688 16,5817 31,1634 41 9864 41,9864 31,1634 16,5817 5,7588 10 6,3925 20,4317 42,8021 64,8824 74,2334 64,8824 42,8021 20,4317 6,3925 Nota: &0 si bn sint intotdeauna egaii cu unitatea Tabelul ti -’ Factorii poiino 1111 'lor Buttenvortli Nr n 1 Factori s + 1 3 4 s2 + 1,4142" + 1 (S + D(S2 + s + 1) (s2 + 0,7654s + 1) (s2 + 1,8478" + 1) 6 7 8 9 10 (s + 1) (s2 + 0,6180s + 1) (s2 + 1,6180" + 1) (s2 + 0,5176s + 1) (s2 + 1,1142s + 1) (s2 + l,9319s - 1) (s + 1) (s2 4- 0,4450" + 1) (s2 4- l,2470s 4- 1) (s2 4 1,8019" 4- 1) (s2 4- 0,3002s 4- 1) (s2 4- l llls 4- 1) (s2 4- 1,1663s 4- 1) (s2 4- l,9616s -j- 1) (s 4- l)(s2 4- 0,3473" 4- 1) (s2 4- s + 1) (s2 4- 1,5321" 4- 1) (s2 4- 1,8794" 4- 1) (s2 4- 0?3129s 4- 1) (s2 4- 0 008s 4- 1) (s21,4142" 4- 1) (s2 4- l,7s20" 4- 1) (s2 4- 1,975 is 4 1) REPREZENTaRi ALE FUNCtiiLOR DE CiRCUiT 6 4 DETERMiNAREA UNEi FUNCtii DE CiRCUiT DiN MODULUL SAU 409 Functia Butterworth ilustrata este deosebit de simpla, deoarece toate zerourile sale sint la infinit Este insa posibil de a introduce o functie de tip maxim plat modificata, care sa contina unele zerouri finite Observam ca functiile modul la patrat (32) si (33) sint de forma |P(jco)i2 = - l+ ("2) (41) unde  (со2) este o functie para de со; variabila este exprimata in со2 pentiu a accentua acest fapt in cazul functiei Butterworth  (со2) este со2 ridicat la o putere; in cazul ondulatiilor egale  (со2) este un polinom Acum presupunem ca  (со2) este o functie rationala со2" P("2)’ (42) unde P (w2) = 1 + "2co2 + a4co4 + • • • + a2tco2t este un polinom al carui grad 21c in со este mai mic decit 2n Atunci F(jco) |2 si diferenta dintre functia dorita in banda de trecere, anume 1, si aceasta functie devin i^O)|2 = P (со2) + со2" ’ (43) si respectiv со2" 1- |P(jco)2 | = P(cO2) + со2" (44) in ultima expresie s-a obtinut o serie de puteri Din nou seria incepe cu puterea со2" si in felul acesta primele n — 1 derivate in raport cu со2 ale erorii sint zero la со = 0 Functia modul la patrat din (43) este de asemenea de tip maxim plat Spre deosebire de functia Butterworth ea are insa • unele zerouri finite Ca exemplu consideram urmatoarea functie modul la patrat 1,838 - l,346co2 + O,246co4 (1,355 - 0,496co2)2 1,838 — l,346co2 + 0,246co4 + со8 (1,355 — 0,496co2)2 + со8